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Chapitre 1

Groupes monogénes. Groupes
cycliques. Exemples

Pré-requis

Généralités sur les groupes.

Le groupe (Z/nZ,+).

Théoréeme de Lagrange pour les groupes.
Définition d’un nombre premier.
P.G.C.D. de deux entiers naturels.

Lemme de Gauss en arithmétique.

A T e

Notion de corps.

1.1 Groupes monogeénes

Définition 1. Soit (G, .) un groupe. (G,.) est dit monogeéne s’il existe un élément
x tel que pour tout élément y de (G,.), il existe un entier relatif & tel que y = z*.
On note alors G = (z) et l'on dit que (G,.) est engendré par x ou encore que x
est un générateur de (G,.). Si de plus, (G, .) est d’ordre fini, on dit que (G, .) est

cyclique.

Exemples. 1. (Z,+) est monogéne infini engendré par 1 ou —1.

2. Pour tout entier naturel non nul n, (Z/nZ,+) est un groupe cyclique d’ordre n.
3. Pour tout entier naturel non nul n, ((Z/nZ)*, x) est un groupe cyclique d’ordre
n—1.

21

4. Pour tout entier naturel non nul n, (Un = {e n , ke0;n— 1]]} , ><) est un groupe

cyclique d’ordre n.
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Remarque. Tout groupe monogéne est abélien. Attention, la réciproque est fausse : le
groupe de Klein est abélien mais non cyclique.

Définition 2. Soit (G,.) un groupe fini. Soit a un élément de G. On appelle ordre
de a I'ordre du sous-groupe {a) = {a¥, k € Z} engendré par a.

Théoréme 3. Soit (G,.) un groupe fini. Soit a un élément de G. Soit m ordre
de a. Alors :

1. m divise Uordre de G.

2. m est le plus petit entier naturel non nul tel que a™ = 1.

3. Les éléments 1, a, a?,..., a™ ' sont tous distincts dans G. De plus,

lay = {1,a,a?,...,a™m 1},

Démonstration. 1. C’est le théoréme de Lagrange.

2. Si m = 1, c’est évident. Si m > 2. On démontre que A = {a,a? a3,...,a™"t}
posséde au moins deux éléments égaux. Ainsi, il existe un entier [ compris entre 1
et m tel que a! = 1. Soit s = min{k € N*, a* = 1}. On a s < m. Soit k € Z. On a

k=sqg+ravec 0 <r < s—1donca® = a” et par conséquent a” € {1,a, a?,.. .,as_l}.
Ainsi, {a) = {1;a,...,a° '} et m < s. Dot m = s.
3. {1,a,...,a™ 1} = {a) est évident. De plus, [(a)| = m, d’or I'égalité. O

Corollaire 4. Soit n € N. Soit (G,.) un groupe fini d’ordre n. Alors, pour tout
reqG, x™=1.

Démonstration. Soit m I'ordre de z. D’aprés le théoréme 3, m divise n. Donc il existe
un entier relatif k tel que n = mk. D’ott 2" = 2™F = (2™)F = 1F = 1. O

Corollaire 5. Tout groupe (G,.) d’ordre p premier est cyclique et engendré par
l'un quelconque de ses éléments distincts de 1.

Démonstration. Soit a un élément de G distinct de 1. Alors 1 et a appartiennent a
{ay. Donc [{a)| = 2. De plus, [{a)| divise p ’aprés 1. du théoréme 3. p étant premier,
nécessairement |{a)| = p et par conséquent G = {(a). O

Corollaire 6. Soit (G,.) un groupe fini. Soit a € G. Soit m lordre de a. Alors
pour tout entier naturel k, (a* = 1) < (m|k).

Démonstration. < : il existe un entier relatif ¥’ tel que k = mk’. Ainsi, d’apreés le
théoréme 3 :
=1" =1
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= : division euclidienne de k par m : k = mqg+r avec 0 <r <m. Do :

ak _ aqurr

=a™ad" =ad" =1
Ce qui entraine r = 0 d’aprés le théoréme 3. Ainsi, m|k. 0

Remarque. Attention, a* = 1 n’implique pas que k est I'ordre de a mais simplement
que l'ordre de a divise k.

Théoréme 7. 1. Tout groupe monogéne infini est isomorphe au groupe (Z,+).
2. Tout groupe cyclique d’ordre n € N est isomorphe (Z/nZ,+).

Démonstration. 1. Soit (G, .) est un groupe monogéne infini engendré par un élément
g. Considérons I'application f : (Z, +) — (G, .) définie par f(k) := g*. Il est clair que
f est un morphisme. De plus (G,.) étant monogéne engendré par g, par définition,
pour tout élément x de G, il existe un entier relatif & tel que z = g*. Ainsi f est donc
un épimorphisme. Enfin, si ¢" = ¢°, alors ¢"~° = 1 et par conséquent r = s, ce qui
prouve que f est un monomorphisme. f est donc un isomorphisme.

2. Soit (G, .) un groupe cyclique d’ordre n engendré par g.

Considérons f : (Z/nZ,+) — (G, .) définie par f(k) := g*. Alors f est clairement un
isomorphisme. O

1.2 Sous-groupes d’un groupe monogéne

1.2.1 D’un groupe monogéne infini

Proposition 8. Soit (G,.) un groupe monogeéne infini. Si (H,.) est un sous-groupe
de (G,.), alors il existe un entier naturel n tel que (H,.) est isomorphe a (nZ,+).

Démonstration. Soit (G,.) un groupe monogéne infini. Alors, d’apreés le théoréme 7,
il est isomorphe & (Z,+). Soit (H,+) un sous-groupe de (Z,+). Si H = {0}, alors
H = 0Z. Sinon, il existe un élément strictement positif dans H. Soit m le plus petit
des éléments strictement positifs de H. Comme m € H, naturellement, mZ < H. Soit
h € H. Effectuons la division euclidienne de h par m. Il existe un entier relatif ¢ et
un entier naturel r tels que :

h=mq+r
0<r<m

Or, r = h—mgq e H. Comme r < m, alors nécessairement, r = 0. D’ou h = mq € mZ.
Ainsi, H € mZ. O
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1.2.2 D’un groupe cyclique

L .. . . . . . , . *
Définition 9. On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction définie sur N a
valeurs dans N qui, & chaque entier naturel non nul n, associe le nombre d’entiers
compris entre 1 et n premiers avec n.

Exemples. On a ¢(1) =1, p(2) =1, p(3) =2 et p(8) = 4.

Remargue. La fonction indicatrice d’Euler n’est pas croissante sur N* car ¢(9) = 6 et
©(10) = 4.

Théoréme 10. (Description des groupes cycliques) Soit n € N*. Soit G un groupe
cyclique d’ordre n. Soit a un générateur de G.
1. Tout sous-groupe de {a) est cyclique.

n
nak”®

Pour tout entier naturel k, |(a*)| =
Si d divise n, alors {ay contient p(d) éléments d’ordre d.

{a) contient p(n) générateurs. Ce sont les a® tels que n A k= 1.

S S e

Si d divise n, alors lensemble E; = {x € {(a), % = 1} est l'unique sous-
groupe de {ay d’ordre d, de plus il est cyclique.

Démonstration. 1. Soit H un sous-groupe de {a). Si H = {1}, il est évidemment
cyclique. Si H # {1}, alors il existe un entier naturel non nul / tel que o' € H.
Ainsi, {k € N*, a* = 1} est non vide et minoré par 0 donc admet un minimum.
Soit d := min{k € N*, a* = 1}. (H,.) étant un groupe, {(a?) < H. Soit a* € H.
Effectuons la division euclidienne de k par d : k = dgq + r avec 0 < r < d. Ainsi,
(a)¥(a=91) = a" € H car H est un groupe. Ceci contredit la minimalité de d sauf si
r = 0. Dot a* = (a?)? € (a?). Ainsi, H = (a?).

2. D’aprés le théoréme 3, on a :

|(a*)| = min{meN", (a*)™ =1}
= min{fmeN", d*™ =1}

— min{m e N", n|km}

Soit d := n A k. Il existe alors deux entiers naturels n’ et k¥’ tels que n = dn’ et k = dk’
et n’ A k' = 1. Ainsi, n|km est équivalent a dn’|dk'm et & n'|m car n’ A k' = 1. Or, le

plus petit entier m € N* tel que n/|m est n’, c’est-a-dire . D'ou :

n

[Ka")| =

nAk

3. d divise n donc il existe un entier naturel ¢ tel que n = dg.
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Soit a® un élément de (a), on a :

k = =
|(a")| =d < m— d
dq
=d
= nAk
q
=1
= nAk

Or il existe un entier naturel &’ tel que k = ¢k’. Ainsi :
(Ka")| = d) < (dg r gk’ = q) = (d A K =1)

Or, des entiers k' premiers avec d, il y en a ¢(d).

4. aF engendre {a) si, et seulement si, a* est d’ordre n. Or a* est d’ordre —Z+. Donc
a® engendre {a) si, et seulement si, n A k = 1. Il y en a bien ¢(n) d’aprés la définition
de la fonction indicatrice d’Euler.

5. By = {z € {a), v% = 1} est clairement un sous-groupe de {a), ce dernier étant
abélien. De plus, d’aprés 1., il est cyclique. D’aprés le corollaire 4, il contient tout
sous-groupe de (ay d’ordre d. Soit g un générateur de E,;. Pour tout entier naturel
non nul 7, on a (¢")¢ = 1 qui est équivalent a n divise rd. Or d divise n, donc il existe
un entier relatif k& tel que n = dk. Mais alors, (¢")% = 1 est équivalent & k divise r.
Ainsi, les éléments de E,; sont : g*, ¢%*,...,¢% = ¢g® = 1. Ils sont clairement tous
distincts et il y en a donc d. E, est donc engendré par g*. Comme tout groupe cyclique
d’ordre d, il posséde ¢(d) générateurs. D’aprés 4., ce sont les g*" avec r Ad = 1. O

Remarque. On peut synthétiser ce théoréme ainsi :

Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Alors, pour chaque diviseur d de n, I’ensemble
E; = {z € G, z = 1} est I'unique sous-groupe d’ordre d de G. Il est cyclique et
posséde exactement p(d) éléments d’ordre d. Ces éléments sont les générateurs de

n
Ey4 et s’écrivent sous la forme zd", avec 1 <r <detr And=1.

Exemples. 1. Considérons le groupe cyclique (Z/12Z,+). 4 divise 12,
donc Ey = {k € Z/127Z, 4k = 0} est I'unique sous-groupe d’ordre 4 de (Z/127Z, +).
Il est cyclique et posséde ¢(4) = 2 éléments d’ordre 4. Ces éléments sont 3 et 9. Ey
contient aussi 0 et 6.

2. Considérons le groupe cyclique ([U15 = {e%, k € [0; 14]}} , ><). 3 divise 5,

donc FE3 = {e% € Uys, (6271137)3 = 1} est l'unique sous-groupe d’ordre 3
de (U15 = {e%, k € [0; 14ﬂ} , ><). Il est cyclique et posséde p(3) = 2 éléments

2im

d’ordre 3. Ces éléments sont ¢ 3 et e 3 . E3 contient aussi 1.
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Théoréme 11. (Formule de Mébius) Pour tout entier naturel non nuln, on a :

n = o(d)
d|n

Démonstration. Soit {(a) un groupe cyclique d’ordre n. D’aprés 3. du théoréme 10,
pour tout diviseur d de n, {(a) contient ¢(d) éléments d’ordre d. Or tout élément de a
a un ordre qui divise n d’apreés le théoréme 3. D’ou le résultat. O

Théoréme 12. (Caractérisation des groupes cycliques) Soit (G,.) un groupe
d’ordre n € N*. Soit d un diviseur de n. Notons Eg = {x € G, z% = 1} et ag(d) le
nombre d’éléments d’ordre d de G. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Pour tout diviseur d de n, |E4| < d.
Pour tout diviseur d de n, ag(d) < ¢(d)
) =

¢(d)

Pour tout diviseur d de n, ag(d .

Le groupe G est cyclique.

SR

Pour tout diviseur d de n, |Eq4| = d.

Démonstration. 1 = 2 :siag(d) =0, c’est évident. Si ag(d) = 1, alors il existe un élé-
ment a de G dordre d. Donc a € E; et {a) < FE;. Par conséquent,
[{a)| = d < |Eq4|. Ainsi, d’aprés 1., d = |E4| et, par suite, E4 = {a). Or {a) contient
(d) générateurs. Donc ce sont les seuls éléments d’ordre d de G. Par conséquent,
ac(d) < p(d).

2 = 3 : il est clair que n = Y ag(d). De plus, n = > ¢(d). Done, d’aprés 2., néces-
d|n d|n
sairement, pour tout diviseur d de n, ag(d) = ¢(d).

3 = 4 : il suffit de prendre d = n dans 3. Ainsi, G posséde au moins un élément
d’ordre n et est donc cyclique.

4 =5 : découle de 5. du théoréme 10.
5 =1 : évident. O

1.3 Exemples

1.3.1 Produit de groupes cycliques

Théoréme 13. Soient Gy et Gy deux groupes cycliques d’ordres respectifs m et n.

(m An=1)< (Gy x Gy cyclique)

Démonstration. = : Gy étant cyclique d’ordre m est isomorphe a (Z/mZ,+) et
Go étant cyclique d’ordre n est isomorphe & (Z/nZ,+). Considérons 'application
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f o (Z/mnZ,+) — (Z/mZ x Z/nZ,+) qui & k associe (k,k). f est clairement un
morphisme de groupes. Déterminons ker(f). Supposons que (F, ]ZZ) = (0,0). Alors m
divise k et n divise k. Or m et n sont premiers entre eux, donc mn divise k et par
conséquent k& = 0. Ainsi ker(f) = {0} et f est donc un monomorphisme. Le groupe
de départ et le groupe d’arrivée ayant le méme ordre, f est un isomorphisme.

< : supposons que G1 x G est cyclique d’ordre mn. Raisonnons par I’absurde en
supposant que d := m A n > 2. Alors il existe deux entiers naturels m’ et n’ tels que
m=dm’ et n=dn avecm’ An'=1.Or:

(mvn)x(man)=mn
Dot : m v n=dm'n' =m'n=mn <mn. Soit (z,y) € Gy x G2, on a :
(,y)™" = (&™" g™ ) = (1;1)

Ainsi, tout élément de Gi; x G a un ordre strictement inférieur & mn.
Ce qui est en contradiction avec le fait que G; x G5 est cyclique d’ordre mn. Par
conséquent, m A n = 1. O

Exemples. Le groupe ((Z/8Z) x (Z/15Z),+) est cyclique car 8 A 15 = 1. Le groupe
de Klein, (Z/2Z x Z/27Z,+) n’est pas cyclique car 2 A 2 = 2.

Remarque. Ce théoréme permet de décomposer tout groupe cyclique en produit direct
de groupes cycliques plus « petits ».

1.3.2 Sur un corps fini

Théoréme 14. Soit (K, +, x) un corps fini. Alors (K*, x) est un groupe cyclique.

Démonstration. Soit (K, 4, x) un corps fini. Nécessairement, (K*, x) est un groupe.
Il s’agit donc de démontrer qu’il est cyclique. Soit d un diviseur de 'ordre de (K", x).
E4 # @ car 1 € E4. Puisque (K, +, x) est un corps, le polynéme X% — 1 a au plus d
racines sur K. Donc |Ey| < d. Ainsi, d’aprés le théoréme 12, (K", x) est cyclique. [

Corollaire 15. Soit p un nombre premier. Alors ((Z/pZ)*7 ><) est un groupe
cyclique. 1l est isomorphe & (Z/(p — 1)Z, +).

Démonstration. Soit p un nombre premier. Alors (Z/pZ,+, x) est un corps fini. Donc,
d’aprés le théoréme 14, ((Z/pZ)*7 ><) est un groupe cyclique. Son ordre étant p — 1,
d’apreés le théoréme 7, il est isomorphe & (Z/(p — 1)Z, +). O






Chapitre 2

Permutations d’un ensemble
fini, groupe symétrique.
Applications

Pré-requis

Composition de deux applications.
Définition d’une bijection.

Notions sur les groupes.

Relation d’équivalence sur un ensemble.

Division euclidienne.

A

Isométries du plan.

2.1 Permutations d’un ensemble fini

Définition 16. Soit n € N™. On appelle permutation de [1;n] toute bijection de
[1;n] dans [1;n]. L'ensemble des permutations de [1;n] est noté &,,.

Remarque. Notation matricielle d’une permutation o :
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Proposition 17. Soit n e N,

1. (6,,0) est un groupe d’ordre n!.

2. (6,,0) est abélien si, et seulement si, n < 2.

Démonstration. 1. (&,,0) est clairement un groupe. Soit o € (&,,, 0). Définir o revient
a définir o (i) pour tout i € [1;n]. Pour o(1) nous avons n choix possibles, pour o(2),
nous avons alors n—1 choix possibles, pour ¢ (3), nous avons alors n—2 choix possibles,
etc. D’out n! maniéres différentes de définir 0. Ainsi |&,,| = nl.

2. (61 = {id}, o) est clairement abélien. On vérifie aisément que (&3, 0) est abélien.

1 2 3 1 2 3 1 2 3
En revanche, on a d'une part o =
31 2 1 3 2 3 21
1 2 3 1 2 3 1 2 3
et d’autre part o =
1 3 2 31 2 2 1 3

Donc (&3, 0) n’est pas abélien. Pour démontrer que, pour tout n = 3, (&,,, o) n’est pas
abélien il suffit de considérer les deux permutations o et o' telles que
o(1)=1,0(2) =3,0(3) =2,0'(1) =3,0'(2) =1, ¢/(3) = 2 et pour tout i € [4;n],
o(i) = o'(i) = 4, lorsque n > 4. O

Définition 18. Soit n € N”. Soit o € (&, 0).

1. On appelle support de o Uensemble des entiers k € [1;n] tels que o(k) # k.
On note supp(o) = {k € [1;n], o(k) # k}.

2. On appelle point fixe de o tout élément k € [1;n] tel que o(k) = k.
On note fix(o) = {k € [1;n], o(k) = k}.

Remarque. Yo € (&,,0), [1;n] = fix(c) | |supp(o).

Proposition 19. Soit n e N*. Soit o € (&,,,0). La relation binaire R définie sur
[1;n] par :
(2Ry) == (FkeZ,y =o"(z))

est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence de x est appelée la o-orbite

de x. Elle est notée orbiyy(x). On a donc orbyy(z) = {o*(x), k € Z}.

Démonstration. - Réflexivité : xRx car x = o%(z) = id(z).
- Symétrie : xRy. Donc il existe k € Z, tel que y = o¥(x).
Dot : 2 = (¢%)71(y) = o (y)Ainsi, yRz.

- Transitivité : xRy et yRz. Donc il existe k, k' € Z, tels que y = o () et z = Uk/(y).
Ainsi, z = (0% o oF)(z) = o**F () et aR2. O
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1 2 3 4 5
Exemple. Pour o = €Gs ona:
5 1 3 4 2
orbegy(4) = {4}
orb<g>(3) = {3}
orb¢,y (1) = orbyy(2) = orb¢,y(5) = {1;2;5}

Définition 20. Soit n un entier naturel tel que n > 2. On dit qu’une permutation
o € (6,,0) est un cycle lorsqu’il existe une unique o-orbite non réduite a un point.
Autrement dit, o € (&, 0) est un cycle lorsqu’il existe un entier naturel p tel que

p=2,a1,...,ap€ [1;n] deux & deux distincts tels que :

Vke{l,...,p—1}, olar) = ags1
o(ap) = a1

Ve ¢ {a,...,ap}, o(z) =2

L’entier p est alors appelé la longueur du cycle . On la note I(o).

o est alors appelé un p-cycle et est noté o := (a1, as, ..., ap). Un cycle de longueur

2 est appelé une transposition.

1 2 3 4 5
Exemples. 0 = € G5 est un 5-cycle car elle nadmet qu’une
4 3 1 5 2
seule g-orbite non réduite & un point. On écrit o = (1, 4, 5, 2, 3).
1 2 3 4 5
o = € G5 n’est pas un cycle car elle admet deux orbites non
4 3 2 5 1

réduites a un point. En effet, orbe,(1) = {1;4;5} et orb(,,(2) = {2;3}.

Remarque. On a :

supp(as, ag, ..., ap) = {a1,a2,...,ap}.
fix(ai, az,..., ap) = [L;n]\{a1,a2,...,ap}.
Proposition 21. Soient n, p e N tels que 2 < p < n. Soit ¢ := (a1, az,..., ap) un

p-cycle de (&, 0).

1. Voe&,,00coo™! = (o(ar), olaz),..., olap)).

2. Yz e supp(c), supp(c) = {cF(z), k € Z}.
3. L’ordre de ¢ dans (&,,0) vaut I(c).
4. Yx esupp (c), ¢ = (x, c(z), A(x),. .., cl(c)_l(:c)).
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Démonstration. 1. On a :

refix(cocoo™)
(cocoo ™) (z)==x

(coo™)(z) =0 (x)

o Hz) = fix(c)

x € (ofix(c))

z € fix ((o(a1), o(az),..., alap)))

¢ ¢80

et :

resupp(cocoo )

(cocoo V) (z) #x

(coo ™)) # 07 (a)

o~ (x) e supp(c)

x € o (supp(c))

2 € supp ((0(ar), 0(a), -, o(a,)))

8¢ ¢ 00

2. Soit x € supp(c). Alors il existe i € [1;p — 1] tel que z = c?(a1). Démontrons que
supp(c) = {cF(z), k € Z}.

< : Soit y € supp(c). Alors il existe j € [0;p — 1] tel que y = ¢/ (ay).

Douy =c (¢c7(z)) = (z). Or j —i e Z. Dony e {c*(z), k € Z}.

S : Soit y € {cF(z), k € Z}. Alors il existe k € Z tel que y = cF(z).

D'ou y = c¥ (¢/(a1)) = F*9(ay1) et par conséquent y € supp(c).

3. Vi e [1;p], ¢ (a;) = a;. Donc ¢ = id. Donc l'ordre de ¢ divise I(c) et lui est
donc inférieur. Soit k € [1;p — 1], ¥(a1) = axr1 # a1 donc ¢* # id. Donc I(c) est
inférieur ou égal a l'ordre de c. D’ou 1’égalité.

4. C’est une conséquence immédiate de 2. et 3. O

Proposition 22. Soit n un entier naturel tel que n = 2. Deux cycles de (S, 0)
dont les supports sont disjoints commutent.

Démonstration. Soient ¢ et ¢’ deux cycles de &,, dont les supports sont disjoints.
Soit = € [1;n].
Si x ¢ supp(c) U supp(c’), alors on a :

(cod)(z) =c(d(2) = c(z) =z =(x) = (c(z)) = (¢ oc)(x)
Si x € supp(c) et x ¢ supp(c’), alors d’aprés la proposition 21, ¢(x) ¢ supp(c’). D’ou :

(¢ oc)(@) = ¢ (c(x)) = c(z) = ¢ (' () = (coc)(x)

De méme si x ¢ supp(c) et x € supp(c’). O
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2.2 Décomposition d’une permutation

Théoréme 23. (Décomposition d’une permutation) Soit n un entier naturel tel que
n = 2. Toute permutation de (&,,0) se décompose de maniére unique (& l'ordre
des facteurs prés) en un produit de cycles a supports deuz a deux disjoints.

Démonstration. 1. Existence : Soit 0 € &,,. L’ensemble [1;n] étant fini, il existe un

nombre fini r, avec r € [1;n], de g-orbite(s). Soient Oy, ..., O, ces orbites. On a :
i=r : Q3 c O

[1;n] = | ] O;. Pour tout i € [1;r], définissons ¢; par ¢;(z) = o(@) b?x ‘.
i=1 x sixz ¢ O,

Si x ¢ O;, orbeey(x) = {x}.

Si x € Oy, alors ¢;(x) = o(x) et donc orby.,y(x) = orbyy () = O;. Ainsi, il y a au plus
une ¢;-orbite non réduite & un point et par conséquent, c¢; est un cycle ou 'identité.
Posons alors s == ¢; 0ocy 0...0¢, et démontrons que s = o :

Soit x € [1;n]. Alors il existe un unique ¢ € [1;7] tel que z € O;. On a donc :

Vje[l;n]telquej # 1, ¢j(x) =z
ci(z) = o(x).

Vje[l;n] telquej # i, ¢; (o(z)) = o(x) caro(z) € O;

D'ou s(z) = o(x).

2. Unicité : Soient dy,..., dg des cycles & supports deux & deux disjoints tels que
o =dyodyo...o0dy. Soit z € [1;n]. Il existe un unique j € [1; ¢] tel que = € supp(d;).
Comme les supports de di, ..., d; sont deux a deux disjoints, seul d; a un effet sur
z. D'ott o(z) = dj(x) et, par récurrence, pour tout k € Z, o*(z) = df(a:) Ainsi,
orb¢sy(z) = orbey,y(z) = supp(d;). Par conséquent, supp(dy), ..., supp(d,) sont les
o-orbites. On en déduit que r = ¢ et que, pour tout i € [1;¢], supp(d;) = O;. Donc
pour tout ¢ € [1;¢], d; = ¢;. D’ott 'unicité. O

] 1 2 3 4 5 6 7 )
Exemple. Soit 0 = € G7. Décomposons o en produit de

4 3 1 7 6 5 2
cycles a supports disjoints. On a : orby (1) = {1;4;7;2;3} et orb¢y(5) = {5;6} d’ot :
o=(1,4,7 2 3)0(56).

Remarque. Cette décomposition permet de calculer ¢2024.

En effet, 02924 = (1, 4, 7, 2, 3)2024 0 (56)2024 = (1, 3, 2, 7, 4) d’aprés les propositions
21 et 22.

Corollaire 24. Soit n un entier naturel tel que n = 2. (&,,0) est engendré par
les transpositions.
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Démonstration. D’aprés le théoréme 23, il suffit de démontrer que tout cycle se dé-
compose en un produit de transposition(s). Soit ¢ := (a1, as, ..., ap) un p-cycle de
S,,. On a alors :

c= (a1, az,..., ap) = (a1, a2) o (az, az) o...o (ap_1, ap)

En effet, on vérifie aisément que :

Vie[l;p—1], (a1, az) o (az, az) o... 0 (ap-1, ap)(a;) = aiy1 = c(a;)
(a1, az) o (az, ag) o...o (ap_1, ap)( ) = a1 = c(ap)
V¢ supp(c), (a1, az) o (az, az)o...o(ap-1, ap)(z) =z = c(z)

(1,2,3)=(1,2)0(2,3) =(1,2)0(1,2)0(1,2)0(2,3) =(1,3) o (L, 2)

1 2 3 45 6 7
Exemple. Soit 0 = € G7. Nous avons vu que :

4 3 1 76 5 2
0=1(1,4,7,2,3)0(5,6). Douo=(1,4)0(4,7)0o(7,2)0(2,3)0c(5,6).

Corollaire 25. (Systémes de générateurs de S,,) Soit n un entier naturel tel que
n=2. (6,,0) est engendré par :

1.4(i, j), 1 <i<j<n}
2. {(i, Z—|—1) <i<n-—1}.
(1,), 2 <i<n}

3. {

Démonstration. 1. Découle directement du corollaire 24 et en remarquant que
(ia J) = (J7 Z)

2. Soient 4,5 € [I;n] tels que 1 < i < j < n. On vérifie aisément que
(i, 5) = (4, i+ 1)o(i+1, i+2)o...0(j—2, j—1)o(j—1, j)o(j—2, j—1)o...0(i, i+1).
Le point 1. permet alors de conclure.

3. Soient 4,57 € [L;n] tels que 1 < ¢ < j < n. On vérifie aisément que
(i, 7) = (1, 9) o (1, j) o (1, 7). Le point 1. permet alors de conclure. O

2.3 Signature

Définition 26. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Soit o € (&,,,0). On appelle
inversion de o tout couple (i,7) € [1;n]? tel que i < j et o(i) > o(5). On note I(o)
le nombre d’inversions de o. On appelle signature de ¢ le nombre noté (o) tel que
e(o) = (1)1,
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1 2 3 4 5
Exemple. Soit ¢ = € 65 (1) > o(2), o(l) > o(3),
5 2 1 3 4

Théoréme 27. Soit n un entier supérieur ou égal a 2. Alors :
1. VoeB,,el0)= T] a()=a(j)

Py =]
I<i<j<sn

2. L’application & : (6,,0) — ({—1;1}, x) définie par (o) = (—1)1®) est un
morphisme de groupes. Il est le seul non trivial.

Démonstration. 1. o étant une permutation de [1;n], on a naturellement, pour tous
i,jelin] telsquel <i<j<n, J] |o@)—0c(G) = T[] |i—j|]- Doun

1<i<j<n 1<i<j<n

= 1. De plus, le nombre de paires {i;j} tellesque 1 <i < j<n

a(i)—o(j)
H i—j

I<i<gy<sn

t 70(2‘3:?@) < 0 est égal & I(0). Donc ] M est du méme signe que £(0).
=J 1<i<j<n 7
D’ou le résultat.

2. Soient 0,0’ € 6,,. On a :

g(cod’) = n (UOU/)(J')—(.UOO’)(Z')

1<i<j<n J—i
_ a(0)(j) —a(a)(@) a'(j) —a'(i)
- KE@ a'(j) — o' (i) KE@ j—i
. U(Jj)/ - Z(l ) . 1 - (J; - jf (1)

1<i<j<n

Soit ¢
tels que

:(6p,0) = ({=1;+1}, x) un morphisme de groupes. Soient i, j € [1;n]

<
Done ¢((4, j))
o(

i < n. D’aprés le corollaire 25, (i, j) = (1,14) o (1, j) o (1, %).
7)) x ©((1,4)% = ©((1, j)). De méme, on démontre que
(G, ) = @((1, 8) = o((1, 7))-

Si o((1, 1)) 1, alors ¢((7, 7)) = 1 et ¢ est le morphisme trivial. Sinon,
o((i, 7)) = ¢((1, )) ©((1, 7)) = —1 et alors ¢ et € coincident sur les transpositions
de &,, et par consequent sur (‘5 tout entier d’aprés le corollaire 24. O

o((4, §)) =

A

Remarque. Si o est une transposition, alors e(o) = —1. Si o est un cycle, alors
£0) = (<1,

1 2 3 4 5 6
Exemple. Soit o = € S6. Ona o = (1, 5,6, 3,2,4). D’ou
5 4 2 1 6 3
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Définition 28. Soit n un entier supérieur ou égal & 2. On appelle groupe alterné
d’ordre n le sous-ensemble de G,, noté 2, des permutations de signature 1.

Théoréme 29. Soit n un entier supérieur ou égal a 2.

o) est un sous-groupe de (&,,,0) d’ordre %‘

1. (A,
2. (A,,0) est engendré par les 3-cycles.

Démonstration. 1. 2, = ker(e) donc (U,,0) est un sous-groupe de (&,,0). Soit 7
une transposition quelconque de &,,. L’application ¥ : 2, — &,\2,, définie par
U(o) = 7 o o est une bijection. Donc |,| = |6,\2,|. D’ou :

|6, nl

A= ot =T

2. Soit ¢ € 2A,. Par définition de (,,0), o se décompose en un nombre pair de
transpositions. Or tout produit de deux transpositions est égal & un 3-cycle :

(a,b)o(b,c) = (a,b,c)
(a,b)o(a,c) = (a,c b)
(a,b)o(e,d) = (a,b,¢)o(b,c, d)

D’ou le résultat. O

2.4 Applications

2.4.1 Théoréme de Cayley

Lemme 30. Soit n e N". Soit E un ensemble de cardinal n. Le groupe (&(E),0)
des bijections de E dans E est isomorphe a (&, 0).

Démonstration. E et [1;n] étant équipotents, il existe une bijection f : E — [1;n].
Soit ¥ : (S(E),0) — (&,,0) l'application définie par U(o) = fooo f~1. U est
évidemment bien définie. ¥ est bijective en tant que composée de bijections. Prouvons
que ¥ est un morphisme de groupes. Soient o1, o2 € S(FE), on a :

U(oyo0y) = fo(oyooy)of !

fo(oro(ftof)ooa)o ft
(foorof No(foopof™)
= Y(o1) o Y(o2)
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Théoréme 31. (Théoreme de Cayley) Soit n € N*. Soit (G, .) un groupe d’ordre
n. Il existe un sous-groupe G’ de (&,,0) isomorphe a G.

Démonstration. On a : |G| = |[1;n]|. Donc, d’aprés le lemme 30, il existe un isomor-
phisme ¥ : (&(G),0) — (6,,0). Soit alors ¢ : (G, .) — (&,,0) application définie
par ®(g) = ¥(Ly), ot Ly : G — G est définie par Ly(x) = g.x.

® est bien définie car L, est une permutation de G. Prouvons que ® est un morphisme
de groupes. Soient g; et go deux éléments de G, on a :

®(g1.92) = V(Lyg,.g,) = Y(Lyg, 0 Ly,) = V(Ly,) 0 ¥(Ly,) = P(g1) 0 P(g2)

Prouvons que ® est injectif. g € ker(®) si, et seulement si, ®(g) = ¥(L,) = id. Clest-a-
dire si, et seulement si, L, € ker(¥). Or ¥ est un isomorphisme. Donc ker(¥) = {id}
et Ly = id. D’out Ly(e) = id(e) = e et donc g.e = g = e. Ainsi, ker(®) = {e} et
® est injectif. Par conséquent, G est isomorphe & im(®) qui est un sous-groupe de
(6, 0). O

Remarque. Tout groupe fini peut donc étre vu comme un sous-groupe d’un groupe de
permutations.

2.4.2 Le jeu du taquin

Le jeu du taquin est un carré constitué de seize cases. Sur chacune d’elle sauf une
repose un pavé. Ces pavés sont numérotés de un & quinze. La case vide permet le
mouvement des pavés, un pavé pouvant glisser vers la case vide. En 1870, le problé-
miste américain Sam Loyd offrit une récompense de 1 000 dollars & la personne qui
proposerait une solution pour passer de la position initiale :

11213 |4 1 2 | 31| 4
516|718 5|16 | 7] 8
a la position finale :

9 | 10 | 11 | 12 9 [10 | 11 | 12

13114 ] 15 13|15 | 14

Théoréme 32. Le jeu du taquin n’est pas résoluble. I

Démonstration. Ne comptons pas la case vide et suivons le sens de lecture suivant :

2
|
|
PN
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On peut alors associer a la position initiale la permutation :

123 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

g; =
1 2 3 48 7 6 5 9 10 11 12 15 14 13
= (57 8) © (Ga 7) © (13, 15)
Ainsi, a la position initiale est associée la permutation o; telle que £(o;) = —1. De la

méme fagon, & la position finale est associée la permutation :

12 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
12 3 48 7 6 5 9 10 11 12 14 15 13

= (5,8)0(6,7)0(13, 14, 15)
= (5,8)0(6,7)0(13, 14) o (14, 15)

gf =

Ainsi, a la position finale est associée la permutation oy telle que e(oy) = 1. Démon-
trons que chaque déplacement autorisé correspond & une permutation de signature 1.

1 2 13| 4
7 6 | 5
8 19 |10 11
12 113 | 14 | 15

La « descente » du 2 correspond au 5-cycle : (2, 3, 4, 5, 6).

La « montée » du 9 correspond au 3-cycle : (7, 8, 9).

La translation vers la gauche de 6 et 5 accompagnée de la « descente » de 4 corres-
pondent au 7-cycle : (4, 5, 6, 7, 1, 2, 3).

Donc, tout déplacement correspond & un cycle de longueur 3, 5 ou 7.

Or, d’aprés le théoréme 27, la signature d’un cycle de longueur impaire vaut 1. On ne
pourra donc passer de o; & 0. O



Chapitre 3

Anneau Z/nZ. Applications

Pré-requis

Notions de groupe, anneau et corps.
Théoréme de Lagrange.

L’anneau (Z, +, x).

Théoréme de Bézout.

A

Notion de polynéme.

3.1 L’anneau (Z/nZ,+, x)

Définition 33. Soit n € N. Soient x, y € Z. On dit que = est congru & y modulo n
et lon écrit x = y[n] lorsque = — y € nZ.

Exemple. 17 = 2[5].

Proposition 34. Soit n € N. La relation de congruence modulo n est une relation
d’équivalence sur 7.

Démonstration. - Réflexivité : © —x = 0 € nZ, donc = = z[n].

- Symétrie : Si x = y[n] alors © —y € nZ. Par conséquent, y—x € nZ et donc y = z[n].
- Transitivité : Si x = y[n] et y = z[n], alors x —y € nZ et y — z € nZ. (nZ, +) étant
un groupe, £ — Yy + y — z € nZ soit x — z € nZ, c’est-a-dire x = z[n]. O

Proposition 35. Soit ne€ N". On note Z/nZ Uensemble des classes d’équivalences
de Z pour la relation de congruence et T la classe d’équivalence de x € Z. Alors :

Z/n7 = {0,1,2,...,n — 1}
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Démonstration. o : Evident.

c : Soit x € Z. Division euclidienne de =z par n : * = ng +
1

Remarque. Sin =0, Z/nZ = Z que 'on connait bien.

Proposition 36. Soit n € N*. La relation de congruence est compatible avec lad-
dition et la multiplication de 7. :

1. Vo, 2y, €Z, (x=2"[n]ety=9y'[n]) = (x +y=2' +y'[n])
2.V, o', y,y €L, (x=2[n] ety =y'[n]) = (z xy = 2" x y[n])

Démonstration. 1. Soient z, z’, y, y' € Z tels que x = 2/[n] et y = y'[n]. Alors n divise
x — 2’ et n divise y — 3. Ainsi, il existe deux entiers ¢, g2 € Z tels que x — 2’ = nqy
et y —y =nga. Dotz — 2’ +y —y = n(q + g2). Ainsi, n divise z +y — (2" +¢/).
Clest-a-dire, x + y = 2’ + y/[n].

2. Solent x, o', y, ¥ € Z, tels que z = 2'[n] et y = y/[n]. Alors n divise x — 2’ et n
divise y—y’. Ainsi, il existe deux entiers q1, g2 € Z tels que z—x' = nq; et y—1y' = nqgs.
Dounzxy=x xy +n(x' xq+y xq). Ainsi, n divise z x y — x’ x 3. C’est-a-dire,
xxy=a xy[n] O

Théoréme 37. Soit ne N*. (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.

Démonstration. 1. Définissons la somme de deux classes « et 8 de Z/nZ. Soit z
un représentant de a. Soit y un représentant de B. On peut alors former 'entier
T + y et sa classe associée T + y. Soient x’ un autre représentant de « et 3’ un autre
représentant de 3. On peut alors former I'entier 2’ + 4’ et sa classe associée ’ + 3. Or,
x = 2'[n] et y = y/[n]. Donc, d’aprés la proposition 36, z +y = 2’ +y'[n], c’est-a-dire,
T +y=2x"+y'. Ainsi, la classe x + y est indépendante des représentants choisis. On
dit que c’est la somme des classes T et 5. On pose donc T + 3 1= = + y.

2. On définit de la méme maniére T X g =z X y.

3. On vérifie aisément que 'addition et la multiplication sur Z/nZ remplissent les
propriétés caractéristiques d’un anneau commutatif avec 0 I’élément neutre pour I’ad-
dition et 1 1’élément neutre pour la multiplication. O

Proposition 38. (Caractérisation des générateurs de Z/nZ)
Soit z € Z. Soit n e N*. Les assertions suivantes sont équivalentes :

est inversible dans (Z/nZ,+, X).

T
2. x et n sont premiers entre eux.
T

engendre le groupe (Z/nZ,+).
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Démonstration. 1 = 2 : T est inversible dans (Z/nZ, +, x). Donc il existe @ € Z/nZ,
tel que Z.u = 1. Ainsi, il existe un entier relatif q tel que zu+mng = 1. Par conséquent,
d’aprés le théoréme de Bézout, x et n sont premiers entre eux.

2 = 3 :x et n sont premiers entre eux. Donc, d’apreés le théoreme de Bézout, il existe
deux entiers relatifs u et v tels que zu + nv = 1. Alors, Z.u = 1. Soit k €(Z/nZ, +),
k = k1 = kru = kuZ = wT avec w € Z. Donc T engendre (Z/nZ, +).

3 = 1: 7 engendre (Z/nZ,+). En particulier, il existe un entier relatif k tel que
kT = 1. D’ou kT = 1. Ainsi, T est inversible dans (Z/nZ, +, x). O

Remarque. L’ensemble des éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ, +, x) est noté
(Z/nZ)*. Alors ((Z/nZ)*, x) est un groupe.

- N - * . . P .
Théoréme 39. Soit n € N . Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. n est premier.
2. L’anneau (Z/nZ,+, x) est un corps.
3. L’anneau (Z/nZ,+, x) est intégre.

Démonstration. 1 = 2 : n est premier donc n > 2 et Z/nZ # {0}. Ainsi, il existe 7 €
Z/nZ tel que T # 0. Nécessairement r est premier avec n, donc, d’aprés la proposition
38, 7 € (Z/nZ)*. Par conséquent, (Z/nZ,+, x) est un corps.

2 = 3 : Evident.

3 = 1 : Supposons n non premier. Sin = 1, Z/nZ = {0} et n’est pas intégre. Sin > 2,
alors il existe deux entiers r et s dans {2,...,n — 1} tels que n = rs. Alors, 7 # 0 et
S # 0 mais 7.5 = 0. Donc (Z/nZ,+, x) n’est pas intégre. O

3.2 Applications

3.2.1 Théoréme des restes chinois

Théoréme 40. (Théoréme des restes chinois)
Soient m et n deux entiers premiers entre eux.
— Pour tout couple (a;b) € Z2, il existe c € Z tel que 'on ait I’équivalence :

x = a[m] - (2 = clmn

— Ce systeme admet une infinité de solutions dans Z, ce sont les entiers de
la forme x = ¢+ kmn, ou k € Z. Deuz solutions distinctes sont congrues
modulo mn.

— L’application ¥ : (Z/mnZ,+,x) — (Z/mZ x Z/nZ,+, xX) qui, & T associe
(Z; &), est un isomorphisme d’anneauz.
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Démonstration. m et n étant premiers entre eux, il existe, d’aprés le théoréme de
Bézout, deux entiers relatifs u et v tels que mu + nv = 1. Soit ¢ := bmu + anv.

Démontrons alors que : v =alm] < (x = c[mn]).
x = b[m]
: . . = a[m] - . .
= : Soit x un entier relatif tel que . Alors, il existe deux entiers relatifs
x = b[mn]

q et ¢’ tels que x = a +mq et x = b+ ng’. En outre :

r = z.1=z(mu+nv)=zmu+ znv = (b+ng)mu+ (a +mg)nv

= bmu+ mng'u + anv + mnqu = ¢ + mn(q'u + qu) = c[mn]

< : Soit = un entier relatif tel que x = ¢[mn]. Alors, il existe un entier relatif k tel que
x = ¢+ mnk. Dou =z = bmu + anv + mnk. On en déduit que
x = m(bu+nk)+anv = m(bu+nk)+a(l—mu) = m(bu+nk—au)+a = a[m] et que
w = bmu + n(av + mk) = b(1 —nv) + n(av + mk) = b+ n(av + mk — bv) = b[n].

¥ est clairement un morphisme d’anneaux. D’aprés le point précédent, U est surjec-
tive. Or les anneaux (Z/mnZ,+, x) et (Z/mZ x Z/nZ,+, x) ont tous les deux mn
éléments. ¥ est donc un isomorphisme. O

x = 4[5]
x = 2[7]
relatifs k et k' tels que x = 4+ 5k et x = 24 Tk’. Travaillons dans (Z/5Z, +, x). On a
T=4etT=2+7k'.Dout Tk’ = 2. Or, 7 est premier avec 5, donc 7 est inversible dans
(Z/5Z,+, x) d’apres la proposition 38. Son inverse est 3 car 3 x 7 = 21 = 1. Ainsi, on
a7x3=1et 7k =2, donc nécessairement, k' = 2 x 3 = 6 = 1. Et par conséquent,
il existe un entier relatif [ tel que k' = 1+ 5l. D’ott & = 2+ 7(1 + 51) = 9 + 35[. Ainsi,
S = {9+ 351, L € Z}.

Exemple. Résolvons le systéme de congruences . Il existe deux entiers

3.2.2 Théorémes d’Euler et de Fermat

A oy . . . . . . . *
Définition 41. On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction définie sur N
a valeurs dans N qui, & chaque entier naturel non nul n, associe le nombre d’entiers
compris entre 1 et n premiers avec n.

Exemples. On a ¢(1) =1, (2) =1, p(3) =2 et p(8) = 4.

Remarque. 1. La fonction indicatrice d’Euler n’est pas croissante sur N* car ¢(9) = 6
et ¢(10) = 4.
2. D’apreés la proposition 38, ¢(n) est aussi le nombre de générateurs du groupe

(Z/nZ,+) et le nombre d’éléments inversibles de 'anneau (Z/nZ, +, x), c’est-a-dire
Pordre du groupe ((Z/nZ)*, x).

Théoréme 42. (Théoréme d’Euler) Soit ne N*. VT e (Z/nZ)*, T¢™) =T.
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Démonstration. ((Z/nZ)*,+) est le groupe des éléments inversibles de ’anneau
(Z/nZ,+, x). D’aprés la proposition 38, ce groupe est d’ordre ¢(n). Donc, d’aprés le
théoreme de Lagrange, VT € (Z/nZ)*, z#(™ =T1. O

Corollaire 43. (Petit théoréme de Fermat) Soit p un nombre premier. On a :
1. VZe (Z/pz)", 777t = 1.
2.VTe(Z/pZ), T° =T.

Démonstration. 1. Cela découle directement du théoréme d’Euler aprés avoir remar-
qué que ¢(p) = p — 1 et que (Z/pZ)* = (Z/pZ)" lorsque p est premier.
2. Evidente si T = 0 et découle de 1. par une multiplication par T sinon. O

Remarque. La réciproque du petit théoréme de Fermat est fausse. 561 n’est pas pre-
mier puisque 561 = 3 x 11 x 17. Soit x un entier naturel non premier avec p. D’apreés
le petit théoréme de Fermat, nous savons que z? = 1[3]. En élevant cette égalité a
la puissance 280, on obtient 25 = 1[3]. De méme x'° = 1[3] et, en élevant a la
puissance 56, on obtient x°%° = 1[11]. Enfin, en élevant la congruence z'¢ = 1[17] a
la puissance 35, il vient : 2°° = 1[17]. Comme 3, 11 et 17 sont des nombres premiers

et qu’ils divisent tous trois 20 — 1, leur produit 561 divise z°%° — 1.

3.2.3 Théoréme de Wilson

Proposition 44. Soit p un nombre premier.

Dans ((Z/pZ)[X],+, x), on a XP~1 -1 = Tf[:l(X —7).

Démonstration. D’aprés le petit théoréme de Fermat, les p — 1 éléments de (Z/pZ)"
sont racines du polynéme XP~! — 1 de degré p — 1. La factorisation en découle. [J

Théoréme 45. (Théoreme de Wilson) Soit p € N\{0; 1}. p est premier si, et seule-
ment si, (p — 1) = —1[p].

Démonstration. 2 est premier et (2 — 1) = —1[2].

= : Soit p un nombre premier strictement supérieur & 2.

Alors 1.2...(p—1)=12...p—1. Or 1.2...p — 1 est le produit des p — 1 racines du
polynéme X?~1 —T1. Dot 1.2...p — I = —1 soit (p — 1)! = —1[p].

<= : Supposons que (p—1)! = —1[p]. Soit d un diviseur positif de p strictement inférieur
a p. Alors naturellement, d divise (p — 1)!. Or, par hypotheése, d divise (p — 1)! + 1.
Donc d divise 1. Ainsi, tout diviseur positif de p strictement inférieur a p est égal a
1. p est donc premier. O

Remarque. Le théoréme de Wilson est un joli résultat théorique mais n’est pas treés
utile en pratique du fait du nombre de calculs engendrés par la factorielle dans ’éven-
tualité d'un test de primalité.
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3.2.4 Critére d’Eisenstein

Théoréme 46. (Critére d’Eisenstein) Soit n € N.
Soit P(X) = ap X" + apn_1 X" 1 + ...+ a1X + ag un polynéme a coefficients dans
7. S’il existe un nombre premier p tel que :

1. Vie{0,1,2,...,n — 1}, p divise a;.
2. p ne diwise pas a,,.

3. p? ne divise pas ag.

Alors P(X) est irréductible sur Z.

Démonstration. Soit P(X) = a, X" + an_1 X" ' + ... + a1 X + ap un polynéme a
coefficients dans Z. Soit p un nombre premier vérifiant 1., 2. et 3. Supposons que P(X)
ne soit pas irréductible sur (Z[X], +, x). Alors il existe deux polynémes non constants
B(X) et C(X) de (Z[X], +, x) tels que P(X) = B(X) x C(X). Par conséquent, il
existe k € {1,2,...,n — 1} et il existe by, ..., bk, co,..., cn—k € Z tels que :

i=n i=k i=n—k
ZaiXi = (EbiXZ) ( Z cl-Xi>
=0 =0 1=0

Egalité qui, dans ((Z/pZ)[X], +, x) devient :

Et donc, d’apres 1. et 2. :

Soit :

T X" = b X* x G g X F
Par conséquent, by = ¢ = 0. Donc, p? divise bycg. Or bocy = ag. Donc p? divise ag.
Ce qui est en contradiction avec 3. O

Exemples. 1. Considérons le polynéme P(X) = 3X* + 15X2 + 10. p = 5 divise le
coefficient constant, divise le coefficient en X, divise le coefficient en X2, divise le
coefficient en X3 et ne divise pas le coefficient en X*. De plus, p? = 25 ne divise pas
le coefficient constant. Donc, d’aprés le critére d’Eisenstein, P(X) est irréductible sur
Z.
2. Considérons le polynome &5(X) = ))((5_’11 =X+ X3+ X2+ X + 1. &5(X) est
irréductible si, et seulement si, ®5(X + 1) lest.

5
Or, ®5(X +1) = ZH=L = x4 1 5X% 4 10X2% 4 10X + 5. L'entier p = 5 permet de
conclure, en utilisant le critére d’Eisenstein, que ®5(X) est irréductible.

Remarque. 11 existe des polynoémes irréductibles de tout degré. En effet, pour tout
entier n € N*, le polynome X™ — p, oul p est premier, est irréductible sur Z[X].
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Structures quotients, exemples
et applications

Pré-requis

Relation d’équivalence.

Partition d’un ensemble.

Division euclidienne dans R[X].
Groupe, sous-groupe et morphisme.

AR Rl

Norme sur un K-espace vectoriel.

4.1 Quotient d’un ensemble par une relation

4.1.1 Généralités

Définition 47. Soit F un ensemble. Soit R une relation d’équivalence sur F.
L’ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation R, noté E/R, est ap-
pelé 'ensemble quotient de E par la relation d’équivalence R. Plus formellement,
E/R:={z,xe E},ouz:={yekE, yRe}.

Exemple. Si Z est muni de la relation d’équivalence « avoir méme parité », alors
I’ensemble quotient est réduit & deux éléments : 0 et 1 (pair et impair).

Proposition 48. Soit E un ensemble non vide. Soit R une relation d’équivalence
sur E. Alors :

1. Vz,ye E, (zRy) < (T = 7).

2. Deux classes d’équivalence sont soit disjointes, soit égales.

3. Les classes d’équivalence forment une partition de E.
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Démonstration. 1. < : solent x, y€ E. SiT =7, alors x € T = 7§ et donc zRy.

= : solent z, y € E tels que zRy. Soit z € T. Alors zRz. Or Ry. Donc, par transitivité
de la relation R, zRy. Ainsi z € . Donc T < 7. Mais, puisque zRy, on a également
yRz et un raisonnement identique montre que y < Z. D'ou T = .

2. Soient 7 et i deux classes d’équivalence. Supposons-les non disjointes. Alors il existe
z € E tel que z € T et z € 3. Par définition, on a alors ¥Rz et yRz et donc xRz et
zRy. Par transitivité de la relation R, on en déduit zRy. Ainsi, d’aprés 1., T = 7.

3. D’aprés 2., les classes d’équivalence sont deux a deux disjointes. De plus, les classes
d’équivalence de F sont non vides puisque, pour tout x € F, x € T et leur réunion est
évidemment égale & F. Par conséquent, elles forment bien une partition de F. 0

Définition 49. Soit E un ensemble non vide muni d’une relation d’équivalence
R. L’application surjective 7 : F — E/R définie par 7(z) = T est appelée la
projection canonique.

Remarque. Si ¢ : E/ft —> F est une application, alors application porm : E — F
est constante sur les classes d’équivalence. En effet, si 2Ry, alors T = 5 d’aprés la

proposition 48, et donc (pom)(z) = ¢ (7(2)) = ¢(F) = ¢(H) = ¢ (7(y)) = (po7)(y).
Réciproquement, on a la proposition suivante :

Proposition 50. Soient E et F' deux ensembles non vides. Soit R une relation
d’équivalence sur E. Soit f : E — F une application. Si f est constante sur ses
classes d’équivalence (i.e. si, pour tous z, y € E, (zRy) = (f(z) = f(y))), alors il
existe une unique application f : E/R — F telle que f = f on. Elle est définie
par :Ywe E/R, f(w) = f(x), ot x est un représentant arbitraire de w. En particu-
lier, pour tout x € E, f(T) = f(x). En outre, il existe une correspondance bijective
entre l'ensemble des applications ¢ : E/R —> F et l’ensemble des applications
f + E — F constantes sur les classes d’équivalence. Cette bijection est donnée
par o —> o et f i f.

Démonstration. Analyse : supposons qu’une telle application f existe. Soit w e E/R.
Si x est un représentant de la classe w, alors w = T = m(x) et par conséquent
fw) = f(n(x)) = (fom)(x) = f(z). Cela prouve que si f existe, alors est dé-
finie par : Yw € E/R, f(w) = f(x), ol = est un représentant arbitraire de w. En
particulier, une telle application est alors unique.

Synthése : vérifions que cette formule définit bien une application. Il s’agit de vérifier
que f(w) ne dépend pas du représentant de la classe d’équivalence choisi. Soient
x, y € E deux représentants de w. On a donc z, y € w. Montrons que f(z) = f(y).
C’est exactement I’hypothése faite sur f. Par conséquent, I'application f existe. De
plus, pour tout x € F, = est un représentant de #, donc f(7) = f(z).

Enfin, démontrons que les deux applications ¢ — pom et f «— f sont inverses I'une
de Pautre. Soit ¢ : E/R — F une application. Alors, application p o7 est 'unique
application ¢ : E/R — F telle que ¢y o = ¢ om. Or, ¢ est une telle application.
On en déduit alors que pom = ¢. Réciproquement, si f : E —> F est constante sur
les classes d’équivalence, alors f o = f par définition. O
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4.1.2 Constructions de Z, Q, R et C

S Gk N

CONSTRUCTION DE Z :
1.

Sur l'ensemble N x N, on définit la relation £ de la fagon suivante :
(a;0)R(c; d) si, et seulement si, a +d = b + c.

On vérifie que R est une relation d’équivalence sur N x N.

Si b > a, alors on note b — a la classe de (a;b).

Si b < a, alors on note —(a — b) la classe de (a;b).
On obtient Z := N x N/R.

On peut alors vérifier que ’addition de N x N est compatible avec la relation
R et ainsi la transférer sur Z.

Tllustration :

X Ot
W
w
DO
—
=)

A

CONSTRUCTION DE Q :
1.

Sur I’ensemble Z x N*, on définit la relation ® de la facon suivante :
(a;0)R(c; d) si, et seulement si, b x ¢ = d x a.

On vérifie que R est une relation d’équivalence sur Z x N

On note ¢ la classe de (a;b).
On obtient Q := Z x N"/R.

On peut alors vérifier que ’addition de Z x N* est compatible avec la relation
R et ainsi la transférer sur Q.
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CONSTRUCTION DE R :

1. Sur ’ensemble C des suites de Cauchy d’éléments de QQ, on définit la relation

R de la facon suivante : u¥tv si, et seulement si, lirf (up, — vp) = 0.
n——+0o

On vérifie que R est une relation d’équivalence sur C.

On note [ la classe de wu.
On obtient R := C/R.

On peut alors vérifier que I’addition de C est compatible avec la relation R
et ainsi la transférer sur R.

DAl e

CONSTRUCTION DE C :

1. Sur ensemble R[X] des polynémes & coefficients dans R, on définit la re-
lation R de la fagon suivante : ARB si, et seulement si, il existe @ € R[X],
a, beR tels que A(X) = (X2 +1)B(X) + bX +a.

On vérifie que R est une relation d’équivalence sur R[X].

On note a + b la classe de A.
On obtient C := R[X]/R.

On peut alors vérifier que ’addition de R[X] est compatible avec la relation
R et ainsi la transférer sur C.

oL LN

4.1.3 Constructions topologiques

CONSTRUCTION DE LA SPHERE :

1. Sur lensemble D = {z € C, |z| < 1}, on définit la relation R de la fagon
VzeD, z2Rz
Vz,2 €D, (|z| =2 =1) = (R2)

2. On vérifie que R est une relation d’équivalence sur D.

suivante : {

3. Le quotient D/R est une sphére.

Tllustration :
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CONSTRUCTION DU CYLINDRE :
1. Sur lensemble [0;1]%, on définit la relation R de la facon suivante :
a=cetb=d
(a; b)R(c; d) si, et seulement si < ou
b=0,d=1leta=c

2. On vérifie que R est une relation d’équivalence sur [0; 1]%.
3. Le quotient [0;1]?/R est un cylindre.

Illustration :

(0;0) a=c (1;0)

CONSTRUCTION DU RUBAN DE MOBIUS :
1. Sur Tensemble [0;1]?, on définit la relation R de la fagon suivante :
a=cetb=d
(a;b)R(c; d) si, et seulement si { ou
b=0,d=1leta=1—-c

2. On vérifie que R est une relation d’équivalence sur [0; 1]%.
3. Le quotient [0;1]?/R est un ruban de Mébius.

Tllustration :

(0,0) c=1-a

2

(1;0)
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CONSTRUCTION DE LA BOUTEILLE DE KLEIN :

1. Sur lensemble [0;1]%, on définit la relation R de la facon suivante :

a=cetb=d
ou

(a;0)R(c;d) si, et seulement si < b=0,d=1leta=1—c¢
ou

a=0,c=letd=1-b

2. On vérifie que R est une relation d’équivalence sur [0; 1]%.
3. Le quotient [0;1]?/R est une bouteille de Klein.

Illustration :

(0;1) (1;1)

F ) ]

d=1—10 * E

: ]

bi ‘:=

: |

L P
(0,0) c=1—-a a (]_70)

4.2 Le cas particulier des groupes

Proposition 51. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe de G. La relation R
définie sur G par xRy si v~ 'y € H est une relation d’équivalence.

Démonstration. Réflexivité : soit v € G. 2~ 'x = 1g € H car H est un sous-groupe de
G. Donc zRz.

Symétrie : soient x, y € G tels que xRy. Alors 2~ 'y € H. Or H est un groupe, donc
(szc_ly)f1 € H. Donc y~ 'z € H. Autrement dit, yRx.

Transitivité : soient x, y, z € G tels que xRy et yRz. Alors x'ye Het y 'z€ H. Or
H est un groupe, donc (z71y)(y~'2) € H. Donc 2~ 'z € H. Autrement dit, 2Rz. O

Définition 52. Les classes d’équivalence pour la relation R sont appelées les classes
a gauche modulo H. Plus formellement, pour tout « € G, T := ©H = {zh, he€ H}.
On note G/H l'ensemble des classes d’équivalence. Plus formellement :

G/H = {zH, z € G}
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Remarque. 1. Les éléments de 'ensemble G/H ne sont pas des éléments de G, ce sont
des parties de G.

2. L’application 7 : G — G/H définie par w(z) = T est clairement surjective. On
voudrait alors définir une structure de groupe sur 'ensemble G/H de maniére a ce que
cette projection canonique 7 soit un morphisme de groupes. Pour cela, il nous faudrait
poser, pour tous z, y € G, Ty := Ty. Cependant, rien ne garantit qu’une telle loi de
composition soit bien définie. En effet, le résultat ne doit pas dépendre des éléments
choisis pour représenter les classes d’équivalence de = et de y. Plus formellement, si
T1 = T3 et y1 = Yz, alors T1y1 = Tayz. Or cette égalité n’est pas toujours vérifiée.
Exemple. Soient G = &3 et H = {(12)).

Soient z1 = (13), z2 = (13)(12) = (123) et y; = y2 = (23).

w7 tey = (13)(123) = (12) € H. Donc xRz et T7 = T3.

yi'y2 = ¥y 'y = lg € H. Donc y1Ry; et J1 = 7.

z1yr = (13)(23) = (132) ¢ H et zay2 = (123)(23) = (12) € H. Donc ZT1y1 # T2¥3-
3. Analysons la situation. Supposons bien définie la loi de composition interne qui,
a tout élément (7,7) de G/H, associe 'élément Ty de G/H. Alors, pour tout g € G,
g = 1lgg = 1gg. Or, par définition de G/H, pour tout h € H, h = 1g. D’oil, pour
tout g € G, pour tout h € H, g = hg = hg. Autrement dit, pour tout g € G, pour tout
he H, g 'hg € H. Le passage 4 I'inverse induisant une bijection de G dans lui-méme,
en remplacant g par g~ ', on constate que cela équivaut a ghg~! € H, pour tout g € G
et pour tout h € H.

Définition 53. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe de G. On dit que H est
distingué dans G si, pour tout h € H, pour tout g € G, ghg~' € H. On note alors
H<G.

Remarque. 1. Si G est abélien, alors tout sous-groupe de G est distingué dans G.
2. Les sous-groupes {lg} et G sont distingués dans G.
3. Soit f : G —> G’ un morphisme de groupes. Alors ker(f) < G.

Démonstration. On démontre facilement que ker(f) est un sous-groupe de G. Soit
g € G. Soit z € ker(f). On a :

flgzg™) = f(@)f @) f(g™") = f9)f (@) f(9) ™" = f(9le flg) ™" = fl9)fl9) " =1&
0

Proposition 54. Soit H un sous-groupe distingué de G. Alors, la loi de compo-
sition interne qui, & tout élément (T,7y) de G/H, associe l’élément Ty de G/H est
bien définie, d’élément neutre 1g, et induit sur G/H une structure de groupe. De
plus, Uapplication ©# : G — G/H définie par n(x) = T est un morphisme de
groupes.

Démonstration. Soient x1, xo, Y1, Y2 € G tels que T1 = T3 et y7 = Fz. Alors il existe
h, h' € H tels que o = x1h et yo = y1h/. D’ott zoys = w1 hy b = xlyl(yflhyl)h’.
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Or H est un sous-groupe distingué de G, donc yi hy, € H, et par conséquent
(y; *hy1)h' € H. Ainsi, T1y1 = Z29z et la loi de composition interne qui, a tout
éléement (Z,7y) de G/H, associe 1'élément Ty de G/H est bien définie. Soit Z € G/H.
16T = 1gz = T et de méme Tlg = Z. Donc 1g est un élément neutre dans G/H.
Solent 7, ¥, Z € G/H. (7g9)Z = Tyz = (zy)z = x(yz) = Tyz = T(yZ). Donc la loi est
associative. Soit T € G/H. Tx—1 = 22~ = Tg. Donc (F)~' = ~L. Ainsi, tout élément
de G/H est inversible. Par conséquent, G/H est muni d’une structure de groupe. La
loi de groupe sur G/H implique alors naturellement que ’application 7 : G — G/H
définie par m(z) = T est un morphisme de groupes. O

Définition 55. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe distingué de G. Le groupe
G/H est appelé groupe quotient de G par H.

Théoréme 56. (Théoréeme de factorisation) Soient G et G' deux groupes. Soit
H wun sous-groupe distingué de G. Soit f : G — G’ un morphisme de
groupes tel que H < ker(f). Alors, il existe un unique morphisme de groupe
f : G/H — G' tel que f = fom. Pour tout T € G/H, f(T) = f(x).
De plus, a tout élément ¢ de Hom(G/H,G') correspond un unique élément
pom de {f e Hom(G,G"), H c ker(f)} et réciproquement, a tout élément [ de

{f e Hom(G, G"), H = ker(f)} correspond un unique élément f de Hom(G/H,G").

Démonstration. Démontrons tout d’abord qu un morphisme f : G — G’ est constant
sur les classes d’équivalence si, et seulement si, H < ker(f).

< :si H c ker(f), alors, Ve € G,Vhe H, f(zh) = f(x)f(h) = f(x)lg = f(x).

= : si f est constante sur chaque classe d’équivalence, alors elle est constante sur H.
Or H contient 1¢. Donc, pour tout h € H, f(h) = f(lg) = 1¢. Ainsi, H < ker(f).

La proposition 50 fournit I'existence et I'unicité d’une application f vérifiant les pro-
priétés souhaitées. De plus, pour tous x1, T2 € G, on a :

[(@ms) = f(@172) = f(2122) = f(21) f(22) = [(@7) f(72)

De la sorte, f est un morphisme de groupes.

Toujours d’aprés la proposition 50, il existe une bijection entre I’ensemble des appli-
cations de G/H dans G’ et ’ensemble des applications de G dans G’ constantes sur
les classes d’équivalence. Elle est donnée par :

SO}—)SOO’]T

fe—f

Si ¢ est un morphisme de groupes, alors ¢ o 7 est un morphisme de groupes dont le
noyau contient H. De plus, si f est un morphisme de groupes, alors f est un morphisme
de groupes. Ainsi, la correspondance se restreint pour définir une bijection entre les
ensembles Hom(G/H, G') et {f € Hom(G,G’), H < ker(f)}. O



4.2 Le cas particulier des groupes 47

Lemme 57. Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors, le morphisme de
groupes f : G/ker(f) — G’ est injectif.

Démonstration. Soit T € ker(f). f(T) = lg si, et seulement si, f(x) = lgr, c’est-a-
dire si, et seulement si, z € ker(f), ce qui revient encore a dire que T = 1g € G/ ker(f).
Ainsi, ker(f {lg} et f est injectif. O

Théoréme 58. (Premier théoréme d’isomorphisme de Noether) Soient G et G’
deuz groupes. Soient f : G —> G’ un morphisme de groupes. Alors le morphisme
f : G/ker(f) — G induit un isomorphisme de groupes G/ker(f) =~ im(f).

Démonstration. D’aprés le lemme 57, le morphisme f : G/ker(f) — G’ est injec-
tif. Il induit donc naturellement un isomorphisme de G/ker(f) sur son image. Or
im(f) = {f(z), T€ G/ker(f)} = {f(z), z € G} = im(f). D’out le résultat. O

Remarque. En pratique, le premier théoréme d’isomorphisme permet d’identifier un
groupe quotient G/H & un groupe connu de la maniére suivante : on essaye d’identifier
H au noyau d’un morphisme de groupes f : G —> G’ bien choisi, et 'on calcule im(f)
(idéalement, f est surjectif).

Exemples. 1. Soit f : (C*, ><) — (Ri, ><) le morphisme défini par f(z) = |z|.
f est clairement surjectif de noyau U = {z eC’, |2| = 1}. Le premier théoréme d’iso-
morphisme de Noether nous donne donc :

C*'/U =R}

2. Soit f : (R,+) — (U, x) le morphisme défini par f(0) = €. f est clairement
surjectif de noyau 27Z. Le premier théoréme d’isomorphisme de Noether nous donne
donc :

R/277Z ~U

Théoréme 59. (Deuxieme théoréme d’isomorphisme de Noether) Soit G un
groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G. Si H est distingué dans G, alors :

1. HK = {hk,he H, ke K} et KH = {kh,he H, ke K} sont des sous-
groupes de G et (HK)=HK = KH.

2. HaHK et HNn K< K.

3. HK/H ~ K/(H N K).

Démonstration. 1. Démontrons tout d’abord que HK et K H sont des sous groupes
de G.

Puisque H et K sont des sous-groupes de G, par définition, 1 € H et 15 € K. Donc
HK contient 1glg = 14.

Soient hlkl et h2k2 deux éléments de HK. On a (hlkl)(thg) = (h1 (kthkl_l)) (/ﬂlkz)
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Or H est distingué dans G, donc kthkl_l € H. H étant un sous-groupe de G,
h1 (kthkl_l) € H. De méme, K étant un sous-groupe de G, kiks € K. Ainsi,
(h1 (l{ilhgkfl)) (k‘lkg) € HK et donc (hlkl)(hgkg) e HK.

Soit hk € HK. On a (hk)™* =k~ 'h™t = (k='h~'k) k='. Or k™*h™'k € H car H est
distingué dans G. D’ou (hk)~' € HK.

Par conséquent, H K est bien un sous-groupe de G.

Démontrons a présent I'égalité (H, K) = HK.

c:Hc(H Kyet Kc{(H,K). Donc HK c {H,K).
O : HK est un sous-groupe de G contenant H et K. Donc (H,K) c HK.
Terminons en démontrant que HK = KH.

H, K et HK sont des sous-groupes de G. Donc HK = (HK) ' = K~'H~! = KH,
oun P~':={p~ pe P}

2. et 3. Pour tout k' € H, pour tout hk € HK, on a (hk)h/(hk)~! = h(kh'k=1)h~L. Or
H est distingué dans G (donc dans K). Donc kh'k~! € H. De plus, H étant un sous-
groupe de G, h(kh'k=*)h~! € H. Autrement dit, (hk)h'(hk)~! € H. Par conséquent,
H est distingué dans HK.

D’aprés la proposition 54, on peut ainsi former le groupe quotient H K /H. Considérons
alors le morphisme de groupes f : K — HK/K défini par f(k) = k. D’une part,
pour tout hk € HK, on a hk = hk = Igk = k = f(k). Donc f est surjectif. D’autre
part, pour tout k€ K, on a : (E = E) < (k€ H). Autrement dit, ker(f) = H n K.
Ainsi, H n K est distingué dans K et, d’aprés le premier théoréme d’isomorphisme,
HK/H = K/(H n K). 0

Théoréme 60. (Troisiéme théoréme d’isomorphisme de Noether) Soit G un
groupe. Soient H et K deux sous-groupes distingués de G. Si K est un sous-groupe
de H, alors :

1. K< H.

2. HHK < G/K.
3. (G/K)(H/K) =~ G/H.

Démonstration. 1. K <G et K c Hc G donc K < H.

2. Soit # : G — G/H la projection canonique. Comme K c H = ker(rw), d’apreés le
théoréme de factorisation, =«  induit un  morphisme de  groupes
T : G/K — G/H défini par 7T(T) = T, ou I et T désignent respectivement les
classes a gauche de x modulo K et modulo H. 7 est naturellement surjectif. De plus,

pour tout z € G :
(T=1gu) < (xeH) < (T H/K)

Autrement dit, ker(7) = H/K. Ainsi, H/K est distingué dans G/K et, d’aprés le
premier théoréme d’isomorphisme, (G/K)(H/K) =~ G/H. O





