


Chapitre 1

Groupes monogènes. Groupes
cycliques. Exemples

Pré-requis

1. Généralités sur les groupes.
2. Le groupe pZ{nZ,`q.
3. Théorème de Lagrange pour les groupes.
4. Définition d’un nombre premier.
5. P.G.C.D. de deux entiers naturels.
6. Lemme de Gauss en arithmétique.
7. Notion de corps.

1.1 Groupes monogènes

Définition 1. Soit pG, .q un groupe. pG, .q est dit monogène s’il existe un élément
x tel que pour tout élément y de pG, .q, il existe un entier relatif k tel que y “ xk.
On note alors G “ xxy et l’on dit que pG, .q est engendré par x ou encore que x
est un générateur de pG, .q. Si de plus, pG, .q est d’ordre fini, on dit que pG, .q est
cyclique.

Exemples. 1. pZ,`q est monogène infini engendré par 1 ou ´1.
2. Pour tout entier naturel non nul n, pZ{nZ,`q est un groupe cyclique d’ordre n.
3. Pour tout entier naturel non nul n, ppZ{nZq˚,ˆq est un groupe cyclique d’ordre
n ´ 1.

4. Pour tout entier naturel non nul n,
´

Un “
!

e
2ikπ
n , k P �0;n ´ 1�

)

,ˆ
¯

est un groupe
cyclique d’ordre n.
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Remarque. Tout groupe monogène est abélien. Attention, la réciproque est fausse : le
groupe de Klein est abélien mais non cyclique.

Définition 2. Soit pG, .q un groupe fini. Soit a un élément de G. On appelle ordre
de a l’ordre du sous-groupe xay “ tak, k P Zu engendré par a.

Théorème 3. Soit pG, .q un groupe fini. Soit a un élément de G. Soit m l’ordre
de a. Alors :

1. m divise l’ordre de G.
2. m est le plus petit entier naturel non nul tel que am “ 1.
3. Les éléments 1, a, a2, . . . , am´1 sont tous distincts dans G. De plus,

xay “ t1, a, a2, . . . , am´1u.

Démonstration. 1. C’est le théorème de Lagrange.
2. Si m “ 1, c’est évident. Si m ě 2. On démontre que A “ ta, a2, a3, . . . , am`1u
possède au moins deux éléments égaux. Ainsi, il existe un entier l compris entre 1
et m tel que al “ 1. Soit s “ mintk P N*, ak “ 1u. On a s ď m. Soit k P Z. On a
k “ sq`r avec 0 ď r ď s´1 donc ak “ ar et par conséquent ak P t1, a, a2, . . . , as´1u.
Ainsi, xay Ă t1; a, . . . , as´1u et m ď s. D’où m “ s.
3. t1, a, . . . , am´1u Ă xay est évident. De plus, |xay| “ m, d’où l’égalité.

Corollaire 4. Soit n P N. Soit pG, .q un groupe fini d’ordre n. Alors, pour tout
x P G, xn “ 1.

Démonstration. Soit m l’ordre de x. D’après le théorème 3, m divise n. Donc il existe
un entier relatif k tel que n “ mk. D’où xn “ xmk “ pxmqk “ 1k “ 1.

Corollaire 5. Tout groupe pG, .q d’ordre p premier est cyclique et engendré par
l’un quelconque de ses éléments distincts de 1.

Démonstration. Soit a un élément de G distinct de 1. Alors 1 et a appartiennent à
xay. Donc |xay| ě 2. De plus, |xay| divise p d’après 1. du théorème 3. p étant premier,
nécessairement |xay| “ p et par conséquent G “ xay.

Corollaire 6. Soit pG, .q un groupe fini. Soit a P G. Soit m l’ordre de a. Alors
pour tout entier naturel k,

`

ak “ 1
˘

ô pm|kq.

Démonstration. ð : il existe un entier relatif k1 tel que k “ mk1. Ainsi, d’après le
théorème 3 :

ak “ amk1
“ pamqk

1
“ 1k

1
“ 1
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ñ : division euclidienne de k par m : k “ mq ` r avec 0 ď r ă m. D’où :

ak “ amq`r “ amqar “ ar “ 1

Ce qui entraîne r “ 0 d’après le théorème 3. Ainsi, m|k.

Remarque. Attention, ak “ 1 n’implique pas que k est l’ordre de a mais simplement
que l’ordre de a divise k.

Théorème 7. 1. Tout groupe monogène infini est isomorphe au groupe pZ,`q.
2. Tout groupe cyclique d’ordre n P N* est isomorphe à pZ{nZ,`q.

Démonstration. 1. Soit pG, .) est un groupe monogène infini engendré par un élément
g. Considérons l’application f : pZ,`q Ñ pG, .q définie par fpkq :“ gk. Il est clair que
f est un morphisme. De plus pG, .q étant monogène engendré par g, par définition,
pour tout élément x de G, il existe un entier relatif k tel que x “ gk. Ainsi f est donc
un épimorphisme. Enfin, si gr “ gs, alors gr´s “ 1 et par conséquent r “ s, ce qui
prouve que f est un monomorphisme. f est donc un isomorphisme.

2. Soit pG, .q un groupe cyclique d’ordre n engendré par g.

Considérons f : pZ{nZ,`q Ñ pG, .q définie par fpkq :“ gk. Alors f est clairement un
isomorphisme.

1.2 Sous-groupes d’un groupe monogène

1.2.1 D’un groupe monogène infini

Proposition 8. Soit pG, .q un groupe monogène infini. Si pH, .q est un sous-groupe
de pG, .q, alors il existe un entier naturel n tel que pH, .q est isomorphe à pnZ,`q.

Démonstration. Soit pG, .q un groupe monogène infini. Alors, d’après le théorème 7,
il est isomorphe à pZ,`q. Soit pH,`q un sous-groupe de pZ,`q. Si H “ t0u, alors
H “ 0Z. Sinon, il existe un élément strictement positif dans H. Soit m le plus petit
des éléments strictement positifs de H. Comme m P H, naturellement, mZ Ă H. Soit
h P H. Effectuons la division euclidienne de h par m. Il existe un entier relatif q et
un entier naturel r tels que :

#

h “ mq ` r

0 ď r ă m

Or, r “ h´mq P H. Comme r ă m, alors nécessairement, r “ 0. D’où h “ mq P mZ.
Ainsi, H Ă mZ.
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1.2.2 D’un groupe cyclique

Définition 9. On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction définie sur N* à
valeurs dans N qui, à chaque entier naturel non nul n, associe le nombre d’entiers
compris entre 1 et n premiers avec n.

Exemples. On a φp1q “ 1, φp2q “ 1, φp3q “ 2 et φp8q “ 4.

Remarque. La fonction indicatrice d’Euler n’est pas croissante sur N* car φp9q “ 6 et
φp10q “ 4.

Théorème 10. (Description des groupes cycliques) Soit n P N*. Soit G un groupe
cyclique d’ordre n. Soit a un générateur de G.

1. Tout sous-groupe de xay est cyclique.
2. Pour tout entier naturel k,

ˇ

ˇxaky
ˇ

ˇ “ n
n^k .

3. Si d divise n, alors xay contient φpdq éléments d’ordre d.
4. xay contient φpnq générateurs. Ce sont les ak tels que n ^ k“ 1.
5. Si d divise n, alors l’ensemble Ed :“ tx P xay, xd “ 1u est l’unique sous-

groupe de xay d’ordre d, de plus il est cyclique.

Démonstration. 1. Soit H un sous-groupe de xay. Si H “ t1u, il est évidemment
cyclique. Si H ‰ t1u, alors il existe un entier naturel non nul l tel que al P H.
Ainsi, tk P N*, ak “ 1u est non vide et minoré par 0 donc admet un minimum.
Soit d :“ mintk P N*, ak “ 1u. pH, .q étant un groupe, xady Ă H. Soit ak P H.
Effectuons la division euclidienne de k par d : k “ dq ` r avec 0 ď r ă d. Ainsi,
paqkpa´dqq “ ar P H car H est un groupe. Ceci contredit la minimalité de d sauf si
r “ 0. D’où ak “ padqq P xady. Ainsi, H “ xady.
2. D’après le théorème 3, on a :

ˇ

ˇxaky
ˇ

ˇ “ mintm P N*, pakqm “ 1u
“ mintm P N*, akm “ 1u
“ mintm P N*, n|kmu

Soit d :“ n^k. Il existe alors deux entiers naturels n1 et k1 tels que n “ dn1 et k “ dk1

et n1 ^ k1 “ 1. Ainsi, n|km est équivalent à dn1|dk1m et à n1|m car n1 ^ k1 “ 1. Or, le
plus petit entier m P N* tel que n1|m est n1, c’est-à-dire n

n^k . D’où :

ˇ

ˇxaky
ˇ

ˇ “ n

n ^ k

3. d divise n donc il existe un entier naturel q tel que n “ dq.
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Soit ak un élément de xay, on a :

ˇ

ˇxaky
ˇ

ˇ “ d ô n

n ^ k
“ d

ô dq

n ^ k
“ d

ô q

n ^ k
“ 1

ô n ^ k “ q

Or il existe un entier naturel k1 tel que k “ qk1. Ainsi :

`
ˇ

ˇxaky
ˇ

ˇ “ d
˘

ô
`

dq ^ qk1 “ q
˘

ô
`

d ^ k1 “ 1
˘

Or, des entiers k1 premiers avec d, il y en a φpdq.
4. ak engendre xay si, et seulement si, ak est d’ordre n. Or ak est d’ordre n

n^k . Donc
ak engendre xay si, et seulement si, n^k “ 1. Il y en a bien φpnq d’après la définition
de la fonction indicatrice d’Euler.

5. Ed “ tx P xay, xd “ 1u est clairement un sous-groupe de xay, ce dernier étant
abélien. De plus, d’après 1., il est cyclique. D’après le corollaire 4, il contient tout
sous-groupe de xay d’ordre d. Soit g un générateur de Ed. Pour tout entier naturel
non nul r, on a pgrqd “ 1 qui est équivalent à n divise rd. Or d divise n, donc il existe
un entier relatif k tel que n “ dk. Mais alors, pgrqd “ 1 est équivalent à k divise r.
Ainsi, les éléments de Ed sont : gk, g2k, . . . , gdk “ gn “ 1. Ils sont clairement tous
distincts et il y en a donc d. Ed est donc engendré par gk. Comme tout groupe cyclique
d’ordre d, il possède φpdq générateurs. D’après 4., ce sont les gkr avec r ^ d “ 1.

Remarque. On peut synthétiser ce théorème ainsi :

Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Alors, pour chaque diviseur d de n, l’ensemble
Ed “ tx P G, xd “ 1u est l’unique sous-groupe d’ordre d de G. Il est cyclique et
possède exactement φpdq éléments d’ordre d. Ces éléments sont les générateurs de
Ed et s’écrivent sous la forme x

n
d r, avec 1 ď r ď d et r ^ d “ 1.

Exemples. 1. Considérons le groupe cyclique pZ{12Z,`q. 4 divise 12,
donc E4 “ tk P Z{12Z, 4k “ 0u est l’unique sous-groupe d’ordre 4 de pZ{12Z,`q.
Il est cyclique et possède φp4q “ 2 éléments d’ordre 4. Ces éléments sont 3 et 9. E4

contient aussi 0 et 6.

2. Considérons le groupe cyclique
´

U15 “
!

e
2ikπ
15 , k P �0; 14�

)

,ˆ
¯

. 3 divise 5,

donc E3 “
!

e
2ikπ
15 P U15, pe 2ikπ

15 q3 “ 1
)

est l’unique sous-groupe d’ordre 3

de
´

U15 “
!

e
2ikπ
15 , k P �0; 14�

)

,ˆ
¯

. Il est cyclique et possède φp3q “ 2 éléments

d’ordre 3. Ces éléments sont e
2iπ
3 et e

4iπ
3 . E3 contient aussi 1.
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Théorème 11. (Formule de Möbius) Pour tout entier naturel non nul n, on a :

n “
ÿ

d|n
φpdq

Démonstration. Soit xay un groupe cyclique d’ordre n. D’après 3. du théorème 10,
pour tout diviseur d de n, xay contient φpdq éléments d’ordre d. Or tout élément de a
a un ordre qui divise n d’après le théorème 3. D’où le résultat.

Théorème 12. (Caractérisation des groupes cycliques) Soit pG, .q un groupe
d’ordre n P N*. Soit d un diviseur de n. Notons Ed “ tx P G, xd “ 1u et αGpdq le
nombre d’éléments d’ordre d de G. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pour tout diviseur d de n, |Ed| ď d.
2. Pour tout diviseur d de n, αGpdq ď φpdq.
3. Pour tout diviseur d de n, αGpdq “ φpdq.
4. Le groupe G est cyclique.
5. Pour tout diviseur d de n, |Ed| “ d.

Démonstration. 1 ñ 2 : si αGpdq “ 0, c’est évident. Si αGpdq ě 1, alors il existe un élé-
ment a de G d’ordre d. Donc a P Ed et xay Ă Ed. Par conséquent,
|xay| “ d ď |Ed|. Ainsi, d’après 1., d “ |Ed| et, par suite, Ed “ xay. Or xay contient
φpdq générateurs. Donc ce sont les seuls éléments d’ordre d de G. Par conséquent,
αGpdq ď φpdq.
2 ñ 3 : il est clair que n “

ř

d|n
αGpdq. De plus, n “

ř

d|n
φpdq. Donc, d’après 2., néces-

sairement, pour tout diviseur d de n, αGpdq “ φpdq.
3 ñ 4 : il suffit de prendre d “ n dans 3. Ainsi, G possède au moins un élément
d’ordre n et est donc cyclique.
4 ñ 5 : découle de 5. du théorème 10.
5 ñ 1 : évident.

1.3 Exemples

1.3.1 Produit de groupes cycliques

Théorème 13. Soient G1 et G2 deux groupes cycliques d’ordres respectifs m et n.

pm ^ n “ 1q ô pG1 ˆ G2 cycliqueq

Démonstration. ñ : G1 étant cyclique d’ordre m est isomorphe à pZ{mZ,`q et
G2 étant cyclique d’ordre n est isomorphe à pZ{nZ,`q. Considérons l’application
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f : pZ{mnZ,`q Ñ pZ{mZ ˆ Z{nZ,`q qui à :k associe pk, k̃q. f est clairement un
morphisme de groupes. Déterminons kerpfq. Supposons que pk, k̃q “ p0, 0̃q. Alors m
divise k et n divise k. Or m et n sont premiers entre eux, donc mn divise k et par
conséquent :k “ :0. Ainsi kerpfq “ t:0u et f est donc un monomorphisme. Le groupe
de départ et le groupe d’arrivée ayant le même ordre, f est un isomorphisme.
ð : supposons que G1 ˆ G2 est cyclique d’ordre mn. Raisonnons par l’absurde en
supposant que d :“ m ^ n ě 2. Alors il existe deux entiers naturels m1 et n1 tels que
m “ dm1 et n “ dn1 avec m1 ^ n1 “ 1. Or :

pm _ nq ˆ pm ^ nq “ mn

D’où : m _ n “ dm1n1 “ m1n “ mn1 ă mn. Soit px, yq P G1 ˆ G2, on a :

px, yqm_n “ pxm_n, ym_nq “ p1; 1q

Ainsi, tout élément de G1 ˆ G2 a un ordre strictement inférieur à mn.
Ce qui est en contradiction avec le fait que G1 ˆ G2 est cyclique d’ordre mn. Par
conséquent, m ^ n “ 1.

Exemples. Le groupe ppZ{8Zq ˆ pZ{15Zq,`q est cyclique car 8 ^ 15 “ 1. Le groupe
de Klein, pZ{2Z ˆ Z{2Z,`q n’est pas cyclique car 2 ^ 2 “ 2.

Remarque. Ce théorème permet de décomposer tout groupe cyclique en produit direct
de groupes cycliques plus « petits ».

1.3.2 Sur un corps fini

Théorème 14. Soit pK,`,ˆq un corps fini. Alors pK*,ˆq est un groupe cyclique.

Démonstration. Soit pK,`,ˆq un corps fini. Nécessairement, pK*,ˆq est un groupe.
Il s’agit donc de démontrer qu’il est cyclique. Soit d un diviseur de l’ordre de pK*,ˆq.
Ed ‰ ∅ car 1 P Ed. Puisque pK,`,ˆq est un corps, le polynôme Xd ´ 1 a au plus d
racines sur K. Donc |Ed| ď d. Ainsi, d’après le théorème 12, pK*,ˆq est cyclique.

Corollaire 15. Soit p un nombre premier. Alors
`

pZ{pZq*,ˆ
˘

est un groupe
cyclique. Il est isomorphe à pZ{pp ´ 1qZ,`q.

Démonstration. Soit p un nombre premier. Alors pZ{pZ,`,ˆq est un corps fini. Donc,
d’après le théorème 14,

`

pZ{pZq*,ˆ
˘

est un groupe cyclique. Son ordre étant p ´ 1,
d’après le théorème 7, il est isomorphe à pZ{pp ´ 1qZ,`q.





Chapitre 2

Permutations d’un ensemble
fini, groupe symétrique.
Applications

Pré-requis

1. Composition de deux applications.
2. Définition d’une bijection.
3. Notions sur les groupes.
4. Relation d’équivalence sur un ensemble.
5. Division euclidienne.
6. Isométries du plan.

2.1 Permutations d’un ensemble fini

Définition 16. Soit n P N*. On appelle permutation de �1;n� toute bijection de
�1;n� dans �1;n�. L’ensemble des permutations de �1;n� est noté Sn.

Remarque. Notation matricielle d’une permutation σ :

σ “

¨

˝

1 2 . . . k . . . n

σp1q σp2q . . . σpkq . . . σpnq

˛

‚
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Proposition 17. Soit n P N*.
1. pSn, ˝q est un groupe d’ordre n!.
2. pSn, ˝q est abélien si, et seulement si, n ď 2.

Démonstration. 1. pSn, ˝q est clairement un groupe. Soit σ P pSn, ˝q. Définir σ revient
à définir σpiq pour tout i P �1;n�. Pour σp1q nous avons n choix possibles, pour σp2q,
nous avons alors n´1 choix possibles, pour σp3q, nous avons alors n´2 choix possibles,
etc. D’où n! manières différentes de définir σ. Ainsi |Sn| “ n!.

2. pS1 “ tidu, ˝q est clairement abélien. On vérifie aisément que pS2, ˝q est abélien.

En revanche, on a d’une part

¨

˝

1 2 3

3 1 2

˛

‚˝

¨

˝

1 2 3

1 3 2

˛

‚“

¨

˝

1 2 3

3 2 1

˛

‚

et d’autre part

¨

˝

1 2 3

1 3 2

˛

‚˝

¨

˝

1 2 3

3 1 2

˛

‚“

¨

˝

1 2 3

2 1 3

˛

‚.

Donc pS3, ˝q n’est pas abélien. Pour démontrer que, pour tout n ě 3, pSn, ˝q n’est pas
abélien il suffit de considérer les deux permutations σ et σ1 telles que
σp1q “ 1, σp2q “ 3, σp3q “ 2, σ1p1q “ 3, σ1p2q “ 1, σ1p3q “ 2 et pour tout i P �4;n�,
σpiq “ σ1piq “ i, lorsque n ě 4.

Définition 18. Soit n P N*. Soit σ P pSn, ˝q.
1. On appelle support de σ l’ensemble des entiers k P �1;n� tels que σpkq ‰ k.

On note supppσq :“ tk P �1;n�, σpkq ‰ ku.
2. On appelle point fixe de σ tout élément k P �1;n� tel que σpkq “ k.

On note fixpσq :“ tk P �1;n�, σpkq “ ku.

Remarque. @σ P pSn, ˝q, �1;n� “ fixpσq
Ů

supppσq.

Proposition 19. Soit n P N*. Soit σ P pSn, ˝q. La relation binaire ℜ définie sur
�1;n� par :

pxℜyq ðñ
`

D k P Z, y “ σkpxq
˘

est une relation d’équivalence. La classe d’équivalence de x est appelée la σ-orbite
de x. Elle est notée orbxσypxq. On a donc orbxσypxq “ tσkpxq, k P Zu.

Démonstration. - Réflexivité : xℜx car x “ σ0pxq “ idpxq.
- Symétrie : xℜy. Donc il existe k P Z, tel que y “ σkpxq.
D’où : x “ pσkq´1pyq “ σ´kpyqAinsi, yℜx.

- Transitivité : xℜy et yℜz. Donc il existe k, k1 P Z, tels que y “ σkpxq et z “ σk1 pyq.
Ainsi, z “ pσk1 ˝ σkqpxq “ σk`k1 pxq et xℜz.
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Exemple. Pour σ “

¨

˝

1 2 3 4 5

5 1 3 4 2

˛

‚P S5, on a :

$

’

&

’

%

orbxσyp4q “ t4u
orbxσyp3q “ t3u
orbxσyp1q “ orbxσyp2q “ orbxσyp5q “ t1; 2; 5u

Définition 20. Soit n un entier naturel tel que n ě 2. On dit qu’une permutation
σ P pSn, ˝q est un cycle lorsqu’il existe une unique σ-orbite non réduite à un point.
Autrement dit, σ P pSn, ˝q est un cycle lorsqu’il existe un entier naturel p tel que
p ě 2, a1, . . . , ap P �1;n� deux à deux distincts tels que :

$

’

’

’

&

’

’

’

%

@ k P t1, . . . , p ´ 1u, σpakq “ ak`1

σpapq “ a1

@x R ta1, . . . , apu, σpxq “ x

L’entier p est alors appelé la longueur du cycle σ. On la note lpσq.
σ est alors appelé un p-cycle et est noté σ :“ pa1, a2, . . . , apq. Un cycle de longueur
2 est appelé une transposition.

Exemples. σ “

¨

˝

1 2 3 4 5

4 3 1 5 2

˛

‚ P S5 est un 5-cycle car elle n’admet qu’une

seule σ-orbite non réduite à un point. On écrit σ “ p1, 4, 5, 2, 3q.

σ1 “

¨

˝

1 2 3 4 5

4 3 2 5 1

˛

‚ P S5 n’est pas un cycle car elle admet deux orbites non

réduites à un point. En effet, orbxσyp1q “ t1; 4; 5u et orbxσyp2q “ t2; 3u.

Remarque. On a :
supppa1, a2, . . . , apq “ ta1, a2, . . . , apu.
fixpa1, a2, . . . , apq “ �1;n�zta1, a2, . . . , apu.

Proposition 21. Soient n, p P N tels que 2 ď p ď n. Soit c :“ pa1, a2, . . . , apq un
p-cycle de pSn, ˝q.

1. @σ P Sn, σ ˝ c ˝ σ´1 “ pσpa1q, σpa2q, . . . , σpapqq.
2. @x P supppcq, supppcq “ tckpxq, k P Zu.
3. L’ordre de c dans pSn, ˝q vaut lpcq.
4. @x P supp pcq, c “

`

x, cpxq, c2pxq, . . . , clpcq´1pxq
˘

.
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Démonstration. 1. On a :

x P fixpσ ˝ c ˝ σ´1q
ô pσ ˝ c ˝ σ´1qpxq “ x

ô pc ˝ σ´1qpxq “ σ´1pxq
ô σ´1pxq “ fixpcq
ô x P pσfixpcqq
ô x P fix ppσpa1q, σpa2q, . . . , σpapqqq

et :

x P supppσ ˝ c ˝ σ´1q
ô pσ ˝ c ˝ σ´1qpxq ‰ x

ô pc ˝ σ´1qpxq ‰ σ´1pxq
ô σ´1pxq P supppcq
ô x P σ psupppcqq
ô x P supp ppσpa1q, σpa2q, . . . , σpapqqq

2. Soit x P supppcq. Alors il existe i P �1; p ´ 1� tel que x “ cipa1q. Démontrons que
supppcq “ tckpxq, k P Zu.
Ă : Soit y P supppcq. Alors il existe j P �0; p ´ 1� tel que y “ cjpa1q.
D’où y “ cj

`

c´ipxq
˘

“ cj´ipxq. Or j ´ i P Z. D’où y P tckpxq, k P Zu.
Ą : Soit y P tckpxq, k P Zu. Alors il existe k P Z tel que y “ ckpxq.
D’où y “ ck

`

cjpa1q
˘

“ ck`jpa1q et par conséquent y P supppcq.
3. @ i P �1; p�, clpcqpaiq “ ai. Donc clpcq “ id. Donc l’ordre de c divise lpcq et lui est
donc inférieur. Soit k P �1; p ´ 1�, ckpa1q “ ak`1 ‰ a1 donc ck ‰ id. Donc lpcq est
inférieur ou égal à l’ordre de c. D’où l’égalité.
4. C’est une conséquence immédiate de 2. et 3.

Proposition 22. Soit n un entier naturel tel que n ě 2. Deux cycles de pSn, ˝q
dont les supports sont disjoints commutent.

Démonstration. Soient c et c1 deux cycles de Sn dont les supports sont disjoints.
Soit x P �1;n�.
Si x R supppcq Y supppc1q, alors on a :

pc ˝ c1qpxq “ c
`

c1pxq
˘

“ cpxq “ x “ c1pxq “ c1 pcpxqq “ pc1 ˝ cqpxq

Si x P supppcq et x R supppc1q, alors d’après la proposition 21, cpxq R supppc1q. D’où :

pc1 ˝ cqpxq “ c1 pcpxqq “ cpxq “ c
`

c1pxq
˘

“ pc ˝ c1qpxq

De même si x R supppcq et x P supppc1q.
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2.2 Décomposition d’une permutation

Théorème 23. (Décomposition d’une permutation) Soit n un entier naturel tel que
n ě 2. Toute permutation de pSn, ˝q se décompose de manière unique (à l’ordre
des facteurs près) en un produit de cycles à supports deux à deux disjoints.

Démonstration. 1. Existence : Soit σ P Sn. L’ensemble �1;n� étant fini, il existe un
nombre fini r, avec r P �1;n�, de σ-orbite(s). Soient O1, . . . , Or ces orbites. On a :

�1;n� “
i“r
Ů

i“1

Oi. Pour tout i P �1; r�, définissons ci par cipxq :“
#

σpxq si x P Oi

x si x R Oi

.

Si x R Oi, orbxciypxq “ txu.
Si x P Oi, alors cipxq “ σpxq et donc orbxciypxq “ orbxσypxq “ Oi. Ainsi, il y a au plus
une ci-orbite non réduite à un point et par conséquent, ci est un cycle ou l’identité.
Posons alors s :“ c1 ˝ c2 ˝ . . . ˝ cr et démontrons que s “ σ :

Soit x P �1;n�. Alors il existe un unique i P �1; r� tel que x P Oi. On a donc :

$

’

&

’

%

@ j P �1;n� tel que j ‰ i, cjpxq “ x

cipxq “ σpxq.
@ j P �1;n� tel que j ‰ i, cj pσpxqq “ σpxq car σpxq P Oi

D’où spxq “ σpxq.
2. Unicité : Soient d1, . . . , dq des cycles à supports deux à deux disjoints tels que
σ “ d1 ˝d2 ˝ . . . ˝dq. Soit x P �1;n�. Il existe un unique j P �1; q� tel que x P supppdjq.
Comme les supports de d1, . . . , dq sont deux à deux disjoints, seul dj a un effet sur
x. D’où σpxq “ djpxq et, par récurrence, pour tout k P Z, σkpxq “ dkj pxq. Ainsi,
orbxσypxq “ orbxdjypxq “ supppdjq. Par conséquent, supppd1q, . . . , supppdqq sont les
σ-orbites. On en déduit que r “ q et que, pour tout i P �1; q�, supppdiq “ Oi. Donc
pour tout i P �1; q�, di “ ci. D’où l’unicité.

Exemple. Soit σ “

¨

˝

1 2 3 4 5 6 7

4 3 1 7 6 5 2

˛

‚P S7. Décomposons σ en produit de

cycles à supports disjoints. On a : orbxσyp1q “ t1; 4; 7; 2; 3u et orbxσyp5q “ t5; 6u d’où :
σ “ p1, 4, 7, 2, 3q ˝ p5, 6q.

Remarque. Cette décomposition permet de calculer σ2024.

En effet, σ2024 “ p1, 4, 7, 2, 3q2024 ˝ p5 6q2024 “ p1, 3, 2, 7, 4q d’après les propositions
21 et 22.

Corollaire 24. Soit n un entier naturel tel que n ě 2. pSn, ˝q est engendré par
les transpositions.
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Démonstration. D’après le théorème 23, il suffit de démontrer que tout cycle se dé-
compose en un produit de transposition(s). Soit c :“ pa1, a2, . . . , apq un p-cycle de
Sn. On a alors :

c “ pa1, a2, . . . , apq “ pa1, a2q ˝ pa2, a3q ˝ . . . ˝ pap´1, apq

En effet, on vérifie aisément que :
$

’

&

’

%

@ i P �1; p ´ 1�, pa1, a2q ˝ pa2, a3q ˝ . . . ˝ pap´1, apqpaiq “ ai`1 “ cpaiq
pa1, a2q ˝ pa2, a3q ˝ . . . ˝ pap´1, apqpapq “ a1 “ cpapq
@x R supppcq, pa1, a2q ˝ pa2, a3q ˝ . . . ˝ pap´1, apqpxq “ x “ cpxq

Remarque. Il n’y a plus unicité ici. En effet :

p1, 2, 3q “ p1, 2q ˝ p2, 3q “ p1, 2q ˝ p1, 2q ˝ p1, 2q ˝ p2, 3q “ p1, 3q ˝ p1, 2q

Exemple. Soit σ “

¨

˝

1 2 3 4 5 6 7

4 3 1 7 6 5 2

˛

‚P S7. Nous avons vu que :

σ “ p1, 4, 7, 2, 3q ˝ p5, 6q. D’où σ “ p1, 4q ˝ p4, 7q ˝ p7, 2q ˝ p2, 3q ˝ p5, 6q.

Corollaire 25. (Systèmes de générateurs de Sn) Soit n un entier naturel tel que
n ě 2. pSn, ˝q est engendré par :

1. tpi, jq, 1 ď i ă j ď nu.
2. tpi, i ` 1q, 1 ď i ď n ´ 1u.
3. tp1, iq, 2 ď i ď nu.

Démonstration. 1. Découle directement du corollaire 24 et en remarquant que
pi, jq “ pj, iq.
2. Soient i, j P �1;n� tels que 1 ď i ă j ď n. On vérifie aisément que
pi, jq “ pi, i`1q˝pi`1, i`2q˝. . .˝pj´2, j´1q˝pj´1, jq˝pj´2, j´1q˝. . .˝pi, i`1q.
Le point 1. permet alors de conclure.
3. Soient i, j P �1;n� tels que 1 ď i ă j ď n. On vérifie aisément que
pi, jq “ p1, iq ˝ p1, jq ˝ p1, iq. Le point 1. permet alors de conclure.

2.3 Signature

Définition 26. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Soit σ P pSn, ˝q. On appelle
inversion de σ tout couple pi, jq P �1;n�2 tel que i ă j et σpiq ą σpjq. On note Ipσq
le nombre d’inversions de σ. On appelle signature de σ le nombre noté εpσq tel que
εpσq “ p´1qIpσq.
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Exemple. Soit σ “

¨

˝

1 2 3 4 5

5 2 1 3 4

˛

‚ P S5. σp1q ą σp2q, σp1q ą σp3q,

σp1q ą σp4q, σp1q ą σp5q, σp2q ą σp3q. σ compte 5 inversions. Sa signature est
donc εpσq “ p´1q5 “ ´1.

Théorème 27. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. Alors :

1. @σ P Sn, εpσq “
ś

1ďiăjďn

σpiq´σpjq
i´j .

2. L’application ε : pSn, ˝q Ñ pt´1; 1u,ˆq définie par εpσq “ p´1qIpσq est un
morphisme de groupes. Il est le seul non trivial.

Démonstration. 1. σ étant une permutation de �1;n�, on a naturellement, pour tous
i, j P �1;n� tels que 1 ď i ă j ď n,

ś

1ďiăjďn

|σpiq ´ σpjq| “
ś

1ďiăjďn

|i ´ j|. D’où
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ś

1ďiăjďn

σpiq´σpjq
i´j

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ 1. De plus, le nombre de paires ti; ju telles que 1 ď i ă j ď n

et σpiq´σpjq
i´j ă 0 est égal à Ipσq. Donc

ś

1ďiăjďn

σpiq´σpjq
i´j est du même signe que εpσq.

D’où le résultat.
2. Soient σ, σ1 P Sn. On a :

εpσ ˝ σ1q “
ź

1ďiăjďn

pσ ˝ σ1qpjq ´ pσ ˝ σ1qpiq
j ´ i

“
ź

1ďiăjďn

σpσ1qpjq ´ σpσ1qpiq
σ1pjq ´ σ1piq ˆ

ź

1ďiăjďn

σ1pjq ´ σ1piq
j ´ i

“
ź

1ďi1ăj1ďn

σpj1q ´ σpi1q
j1 ´ i1 ˆ

ź

1ďiăjďn

σ1pjq ´ σ1piq
j ´ i

“ εpσq ˆ εpσ1q

Soit φ : pSn, ˝q Ñ pt´1;`1u,ˆq un morphisme de groupes. Soient i, j P �1;n�
tels que 1 ď i ă j ď n. D’après le corollaire 25, pi, jq “ p1, iq ˝ p1, jq ˝ p1, iq.
Donc φppi, jqq “ φpp1, jqq ˆ φpp1, iqq2 “ φpp1, jqq. De même, on démontre que
φppi, jqq “ φpp1, iqq. D’où φppi, jqq “ φpp1, iqq “ φpp1, jqq.
Si φpp1, iqq “ φpp1, jqq “ 1, alors φppi, jqq “ 1 et φ est le morphisme trivial. Sinon,
φppi, jqq “ φpp1, iqq “ φpp1, jqq “ ´1 et alors φ et ε coïncident sur les transpositions
de Sn et par conséquent sur Sn tout entier d’après le corollaire 24.

Remarque. Si σ est une transposition, alors εpσq “ ´1. Si σ est un cycle, alors
εpσq “ p´1qlpσq´1.

Exemple. Soit σ “

¨

˝

1 2 3 4 5 6

5 4 2 1 6 3

˛

‚P S6. On a σ “ p1, 5, 6, 3, 2, 4q. D’où

εpσq “ p´1q5 “ ´1.
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Définition 28. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On appelle groupe alterné
d’ordre n le sous-ensemble de Sn noté An des permutations de signature 1.

Théorème 29. Soit n un entier supérieur ou égal à 2.
1. pAn, ˝q est un sous-groupe de pSn, ˝q d’ordre n!

2 .
2. pAn, ˝q est engendré par les 3-cycles.

Démonstration. 1. An “ kerpεq donc pAn, ˝q est un sous-groupe de pSn, ˝q. Soit τ
une transposition quelconque de Sn. L’application Ψ : An Ñ SnzAn définie par
Ψpσq “ τ ˝ σ est une bijection. Donc |An| “ |SnzAn|. D’où :

|An| “ |Sn|
2

“ n!

2

2. Soit σ P An. Par définition de pAn, ˝q, σ se décompose en un nombre pair de
transpositions. Or tout produit de deux transpositions est égal à un 3-cycle :

pa, bq ˝ pb, cq “ pa, b, cq
pa, bq ˝ pa, cq “ pa, c, bq
pa, bq ˝ pc, dq “ pa, b, cq ˝ pb, c, dq

D’où le résultat.

2.4 Applications

2.4.1 Théorème de Cayley

Lemme 30. Soit n P N*. Soit E un ensemble de cardinal n. Le groupe pSpEq, ˝q
des bijections de E dans E est isomorphe à pSn, ˝q.

Démonstration. E et �1;n� étant équipotents, il existe une bijection f : E Ñ �1;n�.
Soit Ψ : pSpEq, ˝q Ñ pSn, ˝q l’application définie par Ψpσq “ f ˝ σ ˝ f´1. Ψ est
évidemment bien définie. Ψ est bijective en tant que composée de bijections. Prouvons
que Ψ est un morphisme de groupes. Soient σ1, σ2 P SpEq, on a :

Ψpσ1 ˝ σ2q “ f ˝ pσ1 ˝ σ2q ˝ f´1

“ f ˝ pσ1 ˝ pf´1 ˝ fq ˝ σ2q ˝ f´1

“ pf ˝ σ1 ˝ f´1q ˝ pf ˝ σ2 ˝ f´1q
“ Ψpσ1q ˝ Ψpσ2q
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Théorème 31. (Théorème de Cayley) Soit n P N*. Soit pG, .q un groupe d’ordre
n. Il existe un sous-groupe G1 de pSn, ˝q isomorphe à G.

Démonstration. On a : |G| “ |�1;n�|. Donc, d’après le lemme 30, il existe un isomor-
phisme Ψ : pSpGq, ˝q Ñ pSn, ˝q. Soit alors Φ : pG, .q Ñ pSn, ˝q l’application définie
par Φpgq “ ΨpLgq, où Lg : G Ñ G est définie par Lgpxq “ g.x.
Φ est bien définie car Lg est une permutation de G. Prouvons que Φ est un morphisme
de groupes. Soient g1 et g2 deux éléments de G, on a :

Φpg1.g2q “ ΨpLg1.g2q “ ΨpLg1 ˝ Lg2q “ ΨpLg1q ˝ ΨpLg2q “ Φpg1q ˝ Φpg2q

Prouvons que Φ est injectif. g P kerpΦq si, et seulement si, Φpgq “ ΨpLgq “ id. C’est-à-
dire si, et seulement si, Lg P kerpΨq. Or Ψ est un isomorphisme. Donc kerpΨq “ tidu
et Lg “ id. D’où Lgpeq “ idpeq “ e et donc g.e “ g “ e. Ainsi, kerpΦq “ teu et
Φ est injectif. Par conséquent, G est isomorphe à impΦq qui est un sous-groupe de
pSn, ˝q.

Remarque. Tout groupe fini peut donc être vu comme un sous-groupe d’un groupe de
permutations.

2.4.2 Le jeu du taquin

Le jeu du taquin est un carré constitué de seize cases. Sur chacune d’elle sauf une
repose un pavé. Ces pavés sont numérotés de un à quinze. La case vide permet le
mouvement des pavés, un pavé pouvant glisser vers la case vide. En 1870, le problé-
miste américain Sam Loyd offrit une récompense de 1 000 dollars à la personne qui
proposerait une solution pour passer de la position initiale :

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 14 15

à la position finale :

1 2 3 4

5 6 7 8

9 10 11 12

13 15 14

Théorème 32. Le jeu du taquin n’est pas résoluble.

Démonstration. Ne comptons pas la case vide et suivons le sens de lecture suivant :

ÝÑ ÝÑ ÝÑ Œ

Ö ÐÝ ÐÝ Ö

Œ ÝÑ ÝÑ Œ

ÐÝ ÐÝ ÐÝ Ö
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On peut alors associer à la position initiale la permutation :

σi “

¨

˝

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 2 3 4 8 7 6 5 9 10 11 12 15 14 13

˛

‚

“ p5, 8q ˝ p6, 7q ˝ p13, 15q

Ainsi, à la position initiale est associée la permutation σi telle que εpσiq “ ´1. De la
même façon, à la position finale est associée la permutation :

σf “

¨

˝

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

1 2 3 4 8 7 6 5 9 10 11 12 14 15 13

˛

‚

“ p5, 8q ˝ p6, 7q ˝ p13, 14, 15q
“ p5, 8q ˝ p6, 7q ˝ p13, 14q ˝ p14, 15q

Ainsi, à la position finale est associée la permutation σf telle que εpσf q “ 1. Démon-
trons que chaque déplacement autorisé correspond à une permutation de signature 1.

1 2 3 4

7 6 5

8 9 10 11

12 13 14 15

La « descente » du 2 correspond au 5-cycle : p2, 3, 4, 5, 6q.
La « montée » du 9 correspond au 3-cycle : p7, 8, 9q.
La translation vers la gauche de 6 et 5 accompagnée de la « descente » de 4 corres-
pondent au 7-cycle : p4, 5, 6, 7, 1, 2, 3q.
Donc, tout déplacement correspond à un cycle de longueur 3, 5 ou 7.
Or, d’après le théorème 27, la signature d’un cycle de longueur impaire vaut 1. On ne
pourra donc passer de σi à σf .



Chapitre 3

Anneau Z{nZ. Applications

Pré-requis

1. Notions de groupe, anneau et corps.
2. Théorème de Lagrange.
3. L’anneau pZ,`,ˆq.
4. Théorème de Bézout.
5. Notion de polynôme.

3.1 L’anneau pZ{nZ,`,ˆq

Définition 33. Soit n P N. Soient x, y P Z. On dit que x est congru à y modulo n
et l’on écrit x ” yrns lorsque x ´ y P nZ.

Exemple. 17 ” 2r5s.

Proposition 34. Soit n P N. La relation de congruence modulo n est une relation
d’équivalence sur Z.

Démonstration. - Réflexivité : x ´ x “ 0 P nZ, donc x ” xrns.
- Symétrie : Si x ” yrns alors x´y P nZ. Par conséquent, y´x P nZ et donc y ” xrns.
- Transitivité : Si x ” yrns et y ” zrns, alors x ´ y P nZ et y ´ z P nZ. pnZ,`q étant
un groupe, x ´ y ` y ´ z P nZ soit x ´ z P nZ, c’est-à-dire x ” zrns.

Proposition 35. Soit n P N*. On note Z{nZ l’ensemble des classes d’équivalences
de Z pour la relation de congruence et x la classe d’équivalence de x P Z. Alors :

Z{nZ “ t0, 1, 2, . . . , n ´ 1u
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Démonstration. Ą : Évident.
Ă : Soit x P Z. Division euclidienne de x par n : x “ nq ` r avec q P Z et
r P t0, . . . , n´1u. D’où x ” rrns et donc x “ r. Ainsi, Z{nZ Ă t0, 1, 2, . . . , n ´ 1u.

Remarque. Si n “ 0, Z{nZ “ Z que l’on connaît bien.

Proposition 36. Soit n P N*. La relation de congruence est compatible avec l’ad-
dition et la multiplication de Z :

1. @x, x1, y, y1 P Z, px ” x1rns et y ” y1rnsq ñ px ` y ” x1 ` y1rnsq
2. @x, x1, y, y1 P Z, px ” x1rns et y ” y1rnsq ñ px ˆ y ” x1 ˆ y1rnsq

Démonstration. 1. Soient x, x1, y, y1 P Z tels que x ” x1rns et y ” y1rns. Alors n divise
x ´ x1 et n divise y ´ y1. Ainsi, il existe deux entiers q1, q2 P Z tels que x ´ x1 “ nq1
et y ´ y1 “ nq2. D’où x ´ x1 ` y ´ y1 “ npq1 ` q2q. Ainsi, n divise x ` y ´ px1 ` y1q.
C’est-à-dire, x ` y ” x1 ` y1rns.
2. Soient x, x1, y, y1 P Z, tels que x ” x1rns et y ” y1rns. Alors n divise x ´ x1 et n
divise y´y1. Ainsi, il existe deux entiers q1, q2 P Z tels que x´x1 “ nq1 et y´y1 “ nq2.
D’où xˆ y “ x1 ˆ y1 `npx1 ˆ q2 ` y1 ˆ q1q. Ainsi, n divise xˆ y ´x1 ˆ y1. C’est-à-dire,
x ˆ y ” x1 ˆ y1rns.

Théorème 37. Soit n P N*. pZ{nZ,`,ˆq est un anneau commutatif.

Démonstration. 1. Définissons la somme de deux classes α et β de Z{nZ. Soit x
un représentant de α. Soit y un représentant de β. On peut alors former l’entier
x ` y et sa classe associée x ` y. Soient x1 un autre représentant de α et y1 un autre
représentant de β. On peut alors former l’entier x1 `y1 et sa classe associée x1 ` y1. Or,
x ” x1rns et y ” y1rns. Donc, d’après la proposition 36, x`y ” x1 `y1rns, c’est-à-dire,
x ` y ” x1 ` y1. Ainsi, la classe x ` y est indépendante des représentants choisis. On
dit que c’est la somme des classes x et y. On pose donc x ` y :“ x ` y.
2. On définit de la même manière x ˆ y :“ x ˆ y.
3. On vérifie aisément que l’addition et la multiplication sur Z{nZ remplissent les
propriétés caractéristiques d’un anneau commutatif avec 0 l’élément neutre pour l’ad-
dition et 1 l’élément neutre pour la multiplication.

Proposition 38. (Caractérisation des générateurs de Z{nZ)
Soit x P Z. Soit n P N*. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. x est inversible dans pZ{nZ,`,ˆq.
2. x et n sont premiers entre eux.
3. x engendre le groupe pZ{nZ,`q.
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Démonstration. 1 ñ 2 : x est inversible dans pZ{nZ,`,ˆq. Donc il existe u P Z{nZ,
tel que x.u “ 1. Ainsi, il existe un entier relatif q tel que xu`nq “ 1. Par conséquent,
d’après le théorème de Bézout, x et n sont premiers entre eux.
2 ñ 3 : x et n sont premiers entre eux. Donc, d’après le théorème de Bézout, il existe
deux entiers relatifs u et v tels que xu ` nv “ 1. Alors, x.u “ 1. Soit k PpZ{nZ,`q,
k “ k1 “ kxu “ kux “ wx avec w P Z. Donc x engendre pZ{nZ,`q.
3 ñ 1 : x engendre pZ{nZ,`q. En particulier, il existe un entier relatif k tel que
kx “ 1. D’où kx “ 1. Ainsi, x est inversible dans pZ{nZ,`,ˆq.

Remarque. L’ensemble des éléments inversibles de l’anneau pZ{nZ,`,ˆq est noté
pZ{nZqˆ. Alors ppZ{nZqˆ,ˆq est un groupe.

Théorème 39. Soit n P N*. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. n est premier.
2. L’anneau pZ{nZ,`,ˆq est un corps.
3. L’anneau pZ{nZ,`,ˆq est intègre.

Démonstration. 1 ñ 2 : n est premier donc n ě 2 et Z{nZ ‰ t0u. Ainsi, il existe r P
Z{nZ tel que r ‰ 0. Nécessairement r est premier avec n, donc, d’après la proposition
38, r P pZ{nZqˆ. Par conséquent, pZ{nZ,`,ˆq est un corps.
2 ñ 3 : Évident.
3 ñ 1 : Supposons n non premier. Si n “ 1, Z{nZ “ t0u et n’est pas intègre. Si n ě 2,
alors il existe deux entiers r et s dans t2, . . . , n ´ 1u tels que n “ rs. Alors, r ‰ 0 et
s ‰ 0 mais r.s “ 0. Donc pZ{nZ,`,ˆq n’est pas intègre.

3.2 Applications

3.2.1 Théorème des restes chinois

Théorème 40. (Théorème des restes chinois)
Soient m et n deux entiers premiers entre eux.

– Pour tout couple pa; bq P Z2, il existe c P Z tel que l’on ait l’équivalence :
˜#

x ” arms
x ” brns

¸

ô px ” crmnsq

– Ce système admet une infinité de solutions dans Z, ce sont les entiers de
la forme x “ c ` kmn, où k P Z. Deux solutions distinctes sont congrues
modulo mn.

– L’application Ψ : pZ{mnZ,`,ˆq Ñ pZ{mZ ˆ Z{nZ,`,ˆq qui, à x associe
px̃; :xq, est un isomorphisme d’anneaux.
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Démonstration. m et n étant premiers entre eux, il existe, d’après le théorème de
Bézout, deux entiers relatifs u et v tels que mu ` nv “ 1. Soit c :“ bmu ` anv.

Démontrons alors que :

˜#

x ” arms
x ” brms

¸

ô px ” crmnsq.

ñ : Soit x un entier relatif tel que

#

x ” arms
x ” brmns

. Alors, il existe deux entiers relatifs

q et q1 tels que x “ a ` mq et x “ b ` nq1. En outre :

x “ x.1 “ xpmu ` nvq “ xmu ` xnv “ pb ` nq1qmu ` pa ` mqqnv
“ bmu ` mnq1u ` anv ` mnqv “ c ` mnpq1u ` qvq ” crmns

ð : Soit x un entier relatif tel que x ” crmns. Alors, il existe un entier relatif k tel que
x “ c ` mnk. D’où x “ bmu ` anv ` mnk. On en déduit que
x “ mpbu`nkq`anv “ mpbu`nkq`ap1´muq “ mpbu`nk´auq`a ” arms et que
w “ bmu ` npav ` mkq “ bp1 ´ nvq ` npav ` mkq “ b ` npav ` mk ´ bvq ” brns.
Ψ est clairement un morphisme d’anneaux. D’après le point précédent, Ψ est surjec-
tive. Or les anneaux pZ{mnZ,`,ˆq et pZ{mZ ˆ Z{nZ,`,ˆq ont tous les deux mn
éléments. Ψ est donc un isomorphisme.

Exemple. Résolvons le système de congruences

#

x ” 4r5s
x ” 2r7s

. Il existe deux entiers

relatifs k et k1 tels que x “ 4` 5k et x “ 2` 7k1. Travaillons dans pZ{5Z,`,ˆq. On a
x “ 4 et x “ 2`7k1. D’où 7k1 “ 2. Or, 7 est premier avec 5, donc 7 est inversible dans
pZ{5Z,`,ˆq d’après la proposition 38. Son inverse est 3 car 3ˆ 7 “ 21 “ 1. Ainsi, on
a 7 ˆ 3 “ 1 et 7k1 “ 2, donc nécessairement, k1 “ 2 ˆ 3 “ 6 “ 1. Et par conséquent,
il existe un entier relatif l tel que k1 “ 1` 5l. D’où x “ 2` 7p1` 5lq “ 9` 35l. Ainsi,
S “ t9 ` 35l, l P Zu.

3.2.2 Théorèmes d’Euler et de Fermat

Définition 41. On appelle fonction indicatrice d’Euler la fonction définie sur N*

à valeurs dans N qui, à chaque entier naturel non nul n, associe le nombre d’entiers
compris entre 1 et n premiers avec n.

Exemples. On a φp1q “ 1, φp2q “ 1, φp3q “ 2 et φp8q “ 4.

Remarque. 1. La fonction indicatrice d’Euler n’est pas croissante sur N* car φp9q “ 6
et φp10q “ 4.
2. D’après la proposition 38, φpnq est aussi le nombre de générateurs du groupe
pZ{nZ,`q et le nombre d’éléments inversibles de l’anneau pZ{nZ,`,ˆq, c’est-à-dire
l’ordre du groupe ppZ{nZqˆ,ˆq.

Théorème 42. (Théorème d’Euler) Soit n P N*. @x P pZ{nZqˆ, xφpnq “ 1.
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Démonstration. ppZ{nZqˆ,`q est le groupe des éléments inversibles de l’anneau
pZ{nZ,`,ˆq. D’après la proposition 38, ce groupe est d’ordre φpnq. Donc, d’après le
théorème de Lagrange, @x P pZ{nZqˆ, xφpnq “ 1.

Corollaire 43. (Petit théorème de Fermat) Soit p un nombre premier. On a :
1. @x P pZ{pZq*, xp´1 “ 1.
2. @x P pZ{pZq, xp “ x.

Démonstration. 1. Cela découle directement du théorème d’Euler après avoir remar-
qué que φppq “ p ´ 1 et que pZ{pZqˆ “ pZ{pZq* lorsque p est premier.
2. Évidente si x “ 0 et découle de 1. par une multiplication par x sinon.

Remarque. La réciproque du petit théorème de Fermat est fausse. 561 n’est pas pre-
mier puisque 561 “ 3 ˆ 11 ˆ 17. Soit x un entier naturel non premier avec p. D’après
le petit théorème de Fermat, nous savons que x2 ” 1r3s. En élevant cette égalité à
la puissance 280, on obtient x560 ” 1r3s. De même x10 ” 1r3s et, en élevant à la
puissance 56, on obtient x560 ” 1r11s. Enfin, en élevant la congruence x16 ” 1r17s à
la puissance 35, il vient : x560 ” 1r17s. Comme 3, 11 et 17 sont des nombres premiers
et qu’ils divisent tous trois x560 ´ 1, leur produit 561 divise x560 ´ 1.

3.2.3 Théorème de Wilson

Proposition 44. Soit p un nombre premier.

Dans ppZ{pZqrXs,`,ˆq, on a Xp´1 ´ 1 “
r“p´1

ś

r“1
pX ´ rq.

Démonstration. D’après le petit théorème de Fermat, les p ´ 1 éléments de pZ{pZq*
sont racines du polynôme Xp´1 ´ 1 de degré p ´ 1. La factorisation en découle.

Théorème 45. (Théorème de Wilson) Soit p P Nzt0; 1u. p est premier si, et seule-
ment si, pp ´ 1q! ” ´1rps.

Démonstration. 2 est premier et p2 ´ 1q! ” ´1r2s.
ñ : Soit p un nombre premier strictement supérieur à 2.
Alors 1.2 . . . pp ´ 1q “ 1.2 . . . p ´ 1. Or 1.2 . . . p ´ 1 est le produit des p ´ 1 racines du
polynôme Xp´1 ´ 1. D’où 1.2 . . . p ´ 1 “ ´1 soit pp ´ 1q! ” ´1rps.
ð : Supposons que pp´1q! ” ´1rps. Soit d un diviseur positif de p strictement inférieur
à p. Alors naturellement, d divise pp ´ 1q!. Or, par hypothèse, d divise pp ´ 1q! ` 1.
Donc d divise 1. Ainsi, tout diviseur positif de p strictement inférieur à p est égal à
1. p est donc premier.

Remarque. Le théorème de Wilson est un joli résultat théorique mais n’est pas très
utile en pratique du fait du nombre de calculs engendrés par la factorielle dans l’éven-
tualité d’un test de primalité.
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3.2.4 Critère d’Eisenstein

Théorème 46. (Critère d’Eisenstein) Soit n P N.
Soit P pXq “ anX

n ` an´1X
n´1 ` . . . ` a1X ` a0 un polynôme à coefficients dans

Z. S’il existe un nombre premier p tel que :
1. @ i P t0, 1, 2, . . . , n ´ 1u, p divise ai.
2. p ne divise pas an.
3. p2 ne divise pas a0.

Alors P pXq est irréductible sur Z.

Démonstration. Soit P pXq “ anX
n ` an´1X

n´1 ` . . . ` a1X ` a0 un polynôme à
coefficients dans Z. Soit p un nombre premier vérifiant 1., 2. et 3. Supposons que P pXq
ne soit pas irréductible sur pZrXs,`,ˆq. Alors il existe deux polynômes non constants
BpXq et CpXq de pZrXs,`,ˆq tels que P pXq “ BpXq ˆ CpXq. Par conséquent, il
existe k P t1, 2, . . . , n ´ 1u et il existe b0, . . . , bk, c0, . . . , cn´k P Z tels que :

i“n
ÿ

i“0

aiX
i “

˜

i“k
ÿ

i“0

biX
i

¸ ˜

i“n´k
ÿ

i“0

ciX
i

¸

Égalité qui, dans ppZ{pZqrXs,`,ˆq devient :

i“n
ÿ

i“0

aiX
i “

˜

i“k
ÿ

i“0

biX
i

¸ ˜

i“n´k
ÿ

i“0

ciX
i

¸

Et donc, d’après 1. et 2. :

anX
n “

˜

i“k
ÿ

i“0

biX
i

¸ ˜

i“n´k
ÿ

i“0

ciX
i

¸

Soit :
anX

n “ bkX
k ˆ cn´kX

n´k

Par conséquent, b0 “ c0 “ 0. Donc, p2 divise b0c0. Or b0c0 “ a0. Donc p2 divise a0.
Ce qui est en contradiction avec 3.

Exemples. 1. Considérons le polynôme P pXq “ 3X4 ` 15X2 ` 10. p “ 5 divise le
coefficient constant, divise le coefficient en X, divise le coefficient en X2, divise le
coefficient en X3 et ne divise pas le coefficient en X4. De plus, p2 “ 25 ne divise pas
le coefficient constant. Donc, d’après le critère d’Eisenstein, P pXq est irréductible sur
Z.
2. Considérons le polynôme Φ5pXq “ X5´1

X´1 “ X4 ` X3 ` X2 ` X ` 1. Φ5pXq est
irréductible si, et seulement si, Φ5pX ` 1q l’est.
Or, Φ5pX ` 1q “ pX`1q5´1

X “ X4 ` 5X3 ` 10X2 ` 10X ` 5. L’entier p “ 5 permet de
conclure, en utilisant le critère d’Eisenstein, que Φ5pXq est irréductible.

Remarque. Il existe des polynômes irréductibles de tout degré. En effet, pour tout
entier n P N*, le polynôme Xn ´ p, où p est premier, est irréductible sur ZrXs.



Chapitre 4

Structures quotients, exemples
et applications

Pré-requis

1. Relation d’équivalence.
2. Partition d’un ensemble.
3. Division euclidienne dans RrXs.
4. Groupe, sous-groupe et morphisme.
5. Norme sur un K-espace vectoriel.

4.1 Quotient d’un ensemble par une relation

4.1.1 Généralités

Définition 47. Soit E un ensemble. Soit ℜ une relation d’équivalence sur E.
L’ensemble des classes d’équivalence de E pour la relation ℜ, noté E{ℜ, est ap-
pelé l’ensemble quotient de E par la relation d’équivalence ℜ. Plus formellement,
E{ℜ :“ tx, x P Eu, où x :“ ty P E, yℜxu.

Exemple. Si Z est muni de la relation d’équivalence « avoir même parité », alors
l’ensemble quotient est réduit à deux éléments : 0 et 1 (pair et impair).

Proposition 48. Soit E un ensemble non vide. Soit ℜ une relation d’équivalence
sur E. Alors :

1. @x, y P E, pxℜyq ô px “ yq.
2. Deux classes d’équivalence sont soit disjointes, soit égales.
3. Les classes d’équivalence forment une partition de E.
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Démonstration. 1. ð : soient x, y P E. Si x “ y, alors x P x “ y et donc xℜy.
ñ : soient x, y P E tels que xℜy. Soit z P x. Alors zℜx. Or xℜy. Donc, par transitivité
de la relation ℜ, zℜy. Ainsi z P y. Donc x Ă y. Mais, puisque xℜy, on a également
yℜx et un raisonnement identique montre que y Ă x. D’où x “ y.
2. Soient x et y deux classes d’équivalence. Supposons-les non disjointes. Alors il existe
z P E tel que z P x et z P y. Par définition, on a alors xℜz et yℜz et donc xℜz et
zℜy. Par transitivité de la relation ℜ, on en déduit xℜy. Ainsi, d’après 1., x “ y.
3. D’après 2., les classes d’équivalence sont deux à deux disjointes. De plus, les classes
d’équivalence de E sont non vides puisque, pour tout x P E, x P x et leur réunion est
évidemment égale à E. Par conséquent, elles forment bien une partition de E.

Définition 49. Soit E un ensemble non vide muni d’une relation d’équivalence
ℜ. L’application surjective π : E ÝÑ E{ℜ définie par πpxq “ x est appelée la
projection canonique.

Remarque. Si φ : E{ℜ ÝÑ F est une application, alors l’application φ˝π : E ÝÑ F
est constante sur les classes d’équivalence. En effet, si xℜy, alors x “ y d’après la
proposition 48, et donc pφ ˝πqpxq “ φ pπpxqq “ φpxq “ φpyq “ φ ppπpyqq “ pφ ˝πqpyq.
Réciproquement, on a la proposition suivante :

Proposition 50. Soient E et F deux ensembles non vides. Soit ℜ une relation
d’équivalence sur E. Soit f : E ÝÑ F une application. Si f est constante sur ses
classes d’équivalence (i.e. si, pour tous x, y P E, pxℜyq ñ pfpxq “ fpyqq), alors il
existe une unique application f : E{ℜ ÝÑ F telle que f “ f ˝ π. Elle est définie
par : @ω P E{ℜ, fpωq “ fpxq, où x est un représentant arbitraire de ω. En particu-
lier, pour tout x P E, fpxq “ fpxq. En outre, il existe une correspondance bijective
entre l’ensemble des applications φ : E{ℜ ÝÑ F et l’ensemble des applications
f : E ÝÑ F constantes sur les classes d’équivalence. Cette bijection est donnée
par φ ÞÝÑ φ ˝ π et f ÐÝSS f .

Démonstration. Analyse : supposons qu’une telle application f existe. Soit ω P E{ℜ.
Si x est un représentant de la classe ω, alors ω “ x “ πpxq et par conséquent
fpωq “ f pπpxqq “ pf ˝ πqpxq “ fpxq. Cela prouve que si f existe, alors est dé-
finie par : @ω P E{ℜ, fpωq “ fpxq, où x est un représentant arbitraire de ω. En
particulier, une telle application est alors unique.
Synthèse : vérifions que cette formule définit bien une application. Il s’agit de vérifier
que fpωq ne dépend pas du représentant de la classe d’équivalence choisi. Soient
x, y P E deux représentants de ω. On a donc x, y P ω. Montrons que fpxq “ fpyq.
C’est exactement l’hypothèse faite sur f . Par conséquent, l’application f existe. De
plus, pour tout x P E, x est un représentant de x, donc fpxq “ fpxq.
Enfin, démontrons que les deux applications φ ÞÝÑ φ˝π et f ÐÝSS f sont inverses l’une
de l’autre. Soit φ : E{ℜ ÝÑ F une application. Alors, l’application φ ˝ π est l’unique
application ψ : E{ℜ ÝÑ F telle que ψ ˝ π “ φ ˝ π. Or, φ est une telle application.
On en déduit alors que φ ˝ π “ φ. Réciproquement, si f : E ÝÑ F est constante sur
les classes d’équivalence, alors f ˝ π “ f par définition.
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4.1.2 Constructions de Z, Q, R et C

Construction de Z :
1. Sur l’ensemble N ˆ N, on définit la relation ℜ de la façon suivante :

pa; bqℜpc; dq si, et seulement si, a ` d “ b ` c.
2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur N ˆ N.
3. Si b ě a, alors on note b ´ a la classe de pa; bq.
4. Si b ă a, alors on note ´pa ´ bq la classe de pa; bq.
5. On obtient Z :“ N ˆ N{ℜ.
6. On peut alors vérifier que l’addition de NˆN est compatible avec la relation

ℜ et ainsi la transférer sur Z.

Illustration :

Construction de Q :

1. Sur l’ensemble Z ˆ N*, on définit la relation ℜ de la façon suivante :
pa; bqℜpc; dq si, et seulement si, b ˆ c “ d ˆ a.

2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur Z ˆ N*.
3. On note a

b la classe de pa; bq.
4. On obtient Q :“ Z ˆ N*{ℜ.
5. On peut alors vérifier que l’addition de ZˆN* est compatible avec la relation

ℜ et ainsi la transférer sur Q.



42 4. Structures quotients, exemples et applications

Construction de R :

1. Sur l’ensemble C des suites de Cauchy d’éléments de Q, on définit la relation
ℜ de la façon suivante : uℜv si, et seulement si, lim

nÑ`8
pun ´ vnq “ 0.

2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur C.
3. On note l la classe de u.
4. On obtient R :“ C{ℜ.
5. On peut alors vérifier que l’addition de C est compatible avec la relation ℜ

et ainsi la transférer sur R.

Construction de C :

1. Sur l’ensemble RrXs des polynômes à coefficients dans R, on définit la re-
lation ℜ de la façon suivante : AℜB si, et seulement si, il existe Q P RrXs,
a, b P R tels que ApXq “ pX2 ` 1qBpXq ` bX ` a.

2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur RrXs.
3. On note a ` ib la classe de A.
4. On obtient C :“ RrXs{ℜ.
5. On peut alors vérifier que l’addition de RrXs est compatible avec la relation

ℜ et ainsi la transférer sur C.

4.1.3 Constructions topologiques

Construction de la sphère :

1. Sur l’ensemble D “ tz P C, |z| ď 1u, on définit la relation ℜ de la façon

suivante :

#

@ z P D, zℜz
@ z, z1 P D, p|z| “ |z1| “ 1q ñ pzℜz1q

2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur D.
3. Le quotient D{ℜ est une sphère.

Illustration :



4.1 Quotient d’un ensemble par une relation 43

Construction du cylindre :

1. Sur l’ensemble r0; 1s2, on définit la relation ℜ de la façon suivante :

pa; bqℜpc; dq si, et seulement si

$

’

&

’

%

a “ c et b “ d

ou
b “ 0, d “ 1 et a “ c

2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur r0; 1s2.
3. Le quotient r0; 1s2{ℜ est un cylindre.

Illustration :

Construction du ruban de Möbius :

1. Sur l’ensemble r0; 1s2, on définit la relation ℜ de la façon suivante :

pa; bqℜpc; dq si, et seulement si

$

’

&

’

%

a “ c et b “ d

ou
b “ 0, d “ 1 et a “ 1 ´ c

2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur r0; 1s2.
3. Le quotient r0; 1s2{ℜ est un ruban de Möbius.

Illustration :
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Construction de la bouteille de Klein :

1. Sur l’ensemble r0; 1s2, on définit la relation ℜ de la façon suivante :

pa; bqℜpc; dq si, et seulement si

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

a “ c et b “ d

ou
b “ 0, d “ 1 et a “ 1 ´ c

ou
a “ 0, c “ 1 et d “ 1 ´ b

2. On vérifie que ℜ est une relation d’équivalence sur r0; 1s2.
3. Le quotient r0; 1s2{ℜ est une bouteille de Klein.

Illustration :

4.2 Le cas particulier des groupes

Proposition 51. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe de G. La relation ℜ
définie sur G par xℜy si x´1y P H est une relation d’équivalence.

Démonstration. Réflexivité : soit x P G. x´1x “ 1G P H car H est un sous-groupe de
G. Donc xℜx.
Symétrie : soient x, y P G tels que xℜy. Alors x´1y P H. Or H est un groupe, donc
`

x´1y
˘´1 P H. Donc y´1x P H. Autrement dit, yℜx.

Transitivité : soient x, y, z P G tels que xℜy et yℜz. Alors x´1y P H et y´1z P H. Or
H est un groupe, donc px´1yqpy´1zq P H. Donc x´1z P H. Autrement dit, xℜz.

Définition 52. Les classes d’équivalence pour la relation ℜ sont appelées les classes
à gauche modulo H. Plus formellement, pour tout x P G, x :“ xH “ txh, h P Hu.
On note G{H l’ensemble des classes d’équivalence. Plus formellement :

G{H :“ txH, x P Gu
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Remarque. 1. Les éléments de l’ensemble G{H ne sont pas des éléments de G, ce sont
des parties de G.
2. L’application π : G ÝÑ G{H définie par πpxq “ x est clairement surjective. On
voudrait alors définir une structure de groupe sur l’ensemble G{H de manière à ce que
cette projection canonique π soit un morphisme de groupes. Pour cela, il nous faudrait
poser, pour tous x, y P G, xy :“ xy. Cependant, rien ne garantit qu’une telle loi de
composition soit bien définie. En effet, le résultat ne doit pas dépendre des éléments
choisis pour représenter les classes d’équivalence de x et de y. Plus formellement, si
x1 “ x2 et y1 “ y2, alors x1y1 “ x2y2. Or cette égalité n’est pas toujours vérifiée.
Exemple. Soient G “ S3 et H “ xp1 2qy.
Soient x1 “ p1 3q, x2 “ p1 3qp1 2q “ p1 2 3q et y1 “ y2 “ p2 3q.
x´1
1 x2 “ p1 3qp1 2 3q “ p1 2q P H. Donc x1ℜx2 et x1 “ x2.

y´1
1 y2 “ y´1

1 y1 “ 1G P H. Donc y1ℜy2 et y1 “ y2.
x1y1 “ p1 3qp2 3q “ p1 3 2q R H et x2y2 “ p1 2 3qp2 3q “ p1 2q P H. Donc x1y1 ‰ x2y2.
3. Analysons la situation. Supposons bien définie la loi de composition interne qui,
à tout élément px, yq de G{H, associe l’élément xy de G{H. Alors, pour tout g P G,
g “ 1Gg “ 1Gg. Or, par définition de G{H, pour tout h P H, h “ 1G. D’où, pour
tout g P G, pour tout h P H, g “ hg “ hg. Autrement dit, pour tout g P G, pour tout
h P H, g´1hg P H. Le passage à l’inverse induisant une bijection de G dans lui-même,
en remplaçant g par g´1, on constate que cela équivaut à ghg´1 P H, pour tout g P G
et pour tout h P H.

Définition 53. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe de G. On dit que H est
distingué dans G si, pour tout h P H, pour tout g P G, ghg´1 P H. On note alors
H Ÿ G.

Remarque. 1. Si G est abélien, alors tout sous-groupe de G est distingué dans G.
2. Les sous-groupes t1Gu et G sont distingués dans G.
3. Soit f : G ÝÑ G1 un morphisme de groupes. Alors kerpfq Ÿ G.

Démonstration. On démontre facilement que kerpfq est un sous-groupe de G. Soit
g P G. Soit x P kerpfq. On a :

fpgxg´1q “ fpgqfpxqfpg´1q “ fpgqfpxqfpgq´1 “ fpgq1G1fpgq´1 “ fpgqfpgq´1 “ 1G1

Proposition 54. Soit H un sous-groupe distingué de G. Alors, la loi de compo-
sition interne qui, à tout élément px, yq de G{H, associe l’élément xy de G{H est
bien définie, d’élément neutre 1G, et induit sur G{H une structure de groupe. De
plus, l’application π : G ÝÑ G{H définie par πpxq “ x est un morphisme de
groupes.

Démonstration. Soient x1, x2, y1, y2 P G tels que x1 “ x2 et y1 “ y2. Alors il existe
h, h1 P H tels que x2 “ x1h et y2 “ y1h

1. D’où x2y2 “ x1hy1h
1 “ x1y1py´1

1 hy1qh1.
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Or H est un sous-groupe distingué de G, donc y´1
1 hy1 P H, et par conséquent

py´1
1 hy1qh1 P H. Ainsi, x1y1 “ x2y2 et la loi de composition interne qui, à tout

élément px, yq de G{H, associe l’élément xy de G{H est bien définie. Soit x P G{H.
1Gx “ 1Gx “ x et de même x1G “ x. Donc 1G est un élément neutre dans G{H.
Soient x, y, z P G{H. pxyqz “ xyz “ pxyqz “ xpyzq “ xyz “ xpyzq. Donc la loi est
associative. Soit x P G{H. xx´1 “ xx´1 “ 1G. Donc pxq´1 “ x´1. Ainsi, tout élément
de G{H est inversible. Par conséquent, G{H est muni d’une structure de groupe. La
loi de groupe sur G{H implique alors naturellement que l’application π : G ÝÑ G{H
définie par πpxq “ x est un morphisme de groupes.

Définition 55. Soit G un groupe. Soit H un sous-groupe distingué de G. Le groupe
G{H est appelé groupe quotient de G par H.

Théorème 56. (Théorème de factorisation) Soient G et G1 deux groupes. Soit
H un sous-groupe distingué de G. Soit f : G ÝÑ G1 un morphisme de
groupes tel que H Ă kerpfq. Alors, il existe un unique morphisme de groupe
f : G{H ÝÑ G1 tel que f “ f ˝ π. Pour tout x P G{H, fpxq “ fpxq.
De plus, à tout élément φ de HompG{H,G1q correspond un unique élément
φ ˝ π de tf P HompG,G1q, H Ă kerpfqu et réciproquement, à tout élément f de
tf P HompG,G1q, H Ă kerpfqu correspond un unique élément f de HompG{H,G1q.

Démonstration. Démontrons tout d’abord qu’un morphisme f : G ÝÑ G1 est constant
sur les classes d’équivalence si, et seulement si, H Ă kerpfq.
ð : si H Ă kerpfq, alors, @x P G,@h P H, fpxhq “ fpxqfphq “ fpxq1G1 “ fpxq.
ñ : si f est constante sur chaque classe d’équivalence, alors elle est constante sur H.
Or H contient 1G. Donc, pour tout h P H, fphq “ fp1Gq “ 1G1 . Ainsi, H Ă kerpfq.
La proposition 50 fournit l’existence et l’unicité d’une application f vérifiant les pro-
priétés souhaitées. De plus, pour tous x1, x2 P G, on a :

fpx1x2q “ fpx1x2q “ fpx1x2q “ fpx1qfpx2q “ fpx1qfpx2q

De la sorte, f est un morphisme de groupes.
Toujours d’après la proposition 50, il existe une bijection entre l’ensemble des appli-
cations de G{H dans G1 et l’ensemble des applications de G dans G1 constantes sur
les classes d’équivalence. Elle est donnée par :

φ ÞÝÑ φ ˝ π

f ÐÝSS f

Si φ est un morphisme de groupes, alors φ ˝ π est un morphisme de groupes dont le
noyau contient H. De plus, si f est un morphisme de groupes, alors f est un morphisme
de groupes. Ainsi, la correspondance se restreint pour définir une bijection entre les
ensembles HompG{H,G1q et tf P HompG,G1q, H Ă kerpfqu.
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Lemme 57. Soit f : G ÝÑ G1 un morphisme de groupes. Alors, le morphisme de
groupes f : G{ kerpfq ÝÑ G1 est injectif.

Démonstration. Soit x P kerpfq. fpxq “ 1G1 si, et seulement si, fpxq “ 1G1 , c’est-à-
dire si, et seulement si, x P kerpfq, ce qui revient encore à dire que x “ 1G P G{ kerpfq.
Ainsi, kerpfq “

␣

1G
(

et f est injectif.

Théorème 58. (Premier théorème d’isomorphisme de Noether) Soient G et G1

deux groupes. Soient f : G ÝÑ G1 un morphisme de groupes. Alors le morphisme
f : G{ kerpfq ÝÑ G1 induit un isomorphisme de groupes G{ kerpfq – impfq.

Démonstration. D’après le lemme 57, le morphisme f : G{ kerpfq ÝÑ G1 est injec-
tif. Il induit donc naturellement un isomorphisme de G{ kerpfq sur son image. Or
impfq “

␣

fpxq, x P G{ kerpfq
(

“ tfpxq, x P Gu “ impfq. D’où le résultat.

Remarque. En pratique, le premier théorème d’isomorphisme permet d’identifier un
groupe quotient G{H à un groupe connu de la manière suivante : on essaye d’identifier
H au noyau d’un morphisme de groupes f : G ÝÑ G1 bien choisi, et l’on calcule impfq
(idéalement, f est surjectif).

Exemples. 1. Soit f :
`

C*,ˆ
˘

ÞÝÑ
`

R*
`,ˆ

˘

le morphisme défini par fpzq “ |z|.
f est clairement surjectif de noyau U “

␣

z P C*, |z| “ 1
(

. Le premier théorème d’iso-
morphisme de Noether nous donne donc :

C*{U – R*
`

2. Soit f : pR,`q ÞÝÑ pU,ˆq le morphisme défini par fpθq “ eiθ. f est clairement
surjectif de noyau 2πZ. Le premier théorème d’isomorphisme de Noether nous donne
donc :

R{2πZ – U

Théorème 59. (Deuxième théorème d’isomorphisme de Noether) Soit G un
groupe. Soient H et K deux sous-groupes de G. Si H est distingué dans G, alors :

1. HK “ thk, h P H, k P Ku et KH “ tkh, h P H, k P Ku sont des sous-
groupes de G et xH,Ky “ HK “ KH.

2. H Ÿ HK et H X K Ÿ K.
3. HK{H – K{pH X Kq.

Démonstration. 1. Démontrons tout d’abord que HK et KH sont des sous groupes
de G.
Puisque H et K sont des sous-groupes de G, par définition, 1G P H et 1G P K. Donc
HK contient 1G1G “ 1G.
Soient h1k1 et h2k2 deux éléments de HK. On a ph1k1qph2k2q “

`

h1

`

k1h2k
´1
1

˘˘

pk1k2q.
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Or H est distingué dans G, donc k1h2k
´1
1 P H. H étant un sous-groupe de G,

h1

`

k1h2k
´1
1

˘

P H. De même, K étant un sous-groupe de G, k1k2 P K. Ainsi,
`

h1

`

k1h2k
´1
1

˘˘

pk1k2q P HK et donc ph1k1qph2k2q P HK.

Soit hk P HK. On a phkq´1 “ k´1h´1 “
`

k´1h´1k
˘

k´1. Or k´1h´1k P H car H est
distingué dans G. D’où phkq´1 P HK.

Par conséquent, HK est bien un sous-groupe de G.
Démontrons à présent l’égalité xH,Ky “ HK.

Ă : H Ă xH,Ky et K Ă xH,Ky. Donc HK Ă xH,Ky.
Ą : HK est un sous-groupe de G contenant H et K. Donc xH,Ky Ă HK.

Terminons en démontrant que HK “ KH.

H, K et HK sont des sous-groupes de G. Donc HK “ pHKq´1 “ K´1H´1 “ KH,
où P´1 :“

␣

p´1, p P P
(

.

2. et 3. Pour tout h1 P H, pour tout hk P HK, on a phkqh1phkq´1 “ hpkh1k´1qh´1. Or
H est distingué dans G (donc dans K). Donc kh1k´1 P H. De plus, H étant un sous-
groupe de G, hpkh1k´1qh´1 P H. Autrement dit, phkqh1phkq´1 P H. Par conséquent,
H est distingué dans HK.

D’après la proposition 54, on peut ainsi former le groupe quotient HK{H. Considérons
alors le morphisme de groupes f : K ÝÑ HK{K défini par fpkq “ k. D’une part,
pour tout hk P HK, on a hk “ hk “ 1Gk “ k “ fpkq. Donc f est surjectif. D’autre
part, pour tout k P K, on a :

`

k “ 1G
˘

ô pk P Hq. Autrement dit, kerpfq “ H X K.
Ainsi, H X K est distingué dans K et, d’après le premier théorème d’isomorphisme,
HK{H – K{pH X Kq.

Théorème 60. (Troisième théorème d’isomorphisme de Noether) Soit G un
groupe. Soient H et K deux sous-groupes distingués de G. Si K est un sous-groupe
de H, alors :

1. K Ÿ H.
2. H{K Ÿ G{K.
3. pG{KqpH{Kq – G{H.

Démonstration. 1. K Ÿ G et K Ă H Ă G donc K Ÿ H.

2. Soit π : G ÝÑ G{H la projection canonique. Comme K Ă H “ kerpπq, d’après le
théorème de factorisation, π induit un morphisme de groupes
π : G{K ÝÑ G{H défini par πprxq “ x, où rx et x désignent respectivement les
classes à gauche de x modulo K et modulo H. π est naturellement surjectif. De plus,
pour tout x P G :

`

x “ 1G{H
˘

ô px P Hq ô prx P H{Kq

Autrement dit, kerpπq “ H{K. Ainsi, H{K est distingué dans G{K et, d’après le
premier théorème d’isomorphisme, pG{KqpH{Kq – G{H.




